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미래를 알려거든 먼저 지난 일을 살펴라

1. 가산집합과 비가산집합

 이 절에서는 자연수의 정렬성, 수학적 귀납법, 유한집합, 무한집합, 가산집합, 비가산집

합에 대해 알아본다.

0. 바탕내용
구간, 열린구간, 닫힌구간, 전사함수, 위로의 함수, 단사함수, 일대일함수, 

일대일대응, 전단사함수,  ,  ,  (자연수전체집합), (정수전체집합), 

(유리수전체집합), (실수전체집합),  ⊂에 대해  ∈  ≥ 

 자연수전체집합 은 다음 성질을 만족시킨다.

1. 자연수의 정렬성(well-ordering property of  ). 공집합이 아닌  의 부분집합 는 최

소원을 가진다. 즉, 모든 ∈에 대해 ≤ 인 원소 ∈가 존재한다. 

2. 수학적 귀납법. 자연수 에 관한 명제 에 대해 다음 두 조건이 성립하면 모든 

∈에 대해 은 참이다.

(1) 은 참이다.       

(2) 이 참이면 도 참이다.

증 명 의 부분집합 를 다음과 같이 정의하자. 

 ∈  이 참이아니다
≠∅라면 자연수의 정렬성에 의해 는 최소원을 가진다. 

이 최소원을 이라고 하면 조건 (1)에 의해 ≥이고 다음이 성립한다.

[1] 은 참이 아니고, 은 참이다. 

[2] 은 참이므로 조건 (2)에 의해 이 참이다. 

[3] [1]에서 은 참이 아니고, [2]에서 이 참이 되어 모순이다. 

그러므로 ∅, 즉 모든 ∈에 대해 은 참이다. 
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 두 유한집합 와 에 대해 일대일대응    →  가 존재하면 와 의 원소의 개

수는 서로 같다. 마찬가지로 무한집합인 경우도 일대일대응이 존재하면 두 집합의 크기

가 같다고 자연스럽게 생각할 수 있는데 이것을 다음과 같이 나타낸다. 

3. 정 의.  집합에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) 두 집합 와 에 대해 일대일대응    → 이 존재하면 와 는 대등

(equipotent)하다고 하고 ∼로 나타낸다.

(2) 과 대등한 집합을 가부번집합(denumerable set) 또는 가산무한집합(countably 

infinite set)이라고 한다. 

(3) 유한 또는 가부번집합을 가산집합(countable set)이라고 한다. 

(4) 가산집합이 아니면 비가산집합(uncountable set)이라고 한다.

4. 보 기. (1) 함수     →  ,   은 일대일대응이므로
 ∼   이다.   

(2) 함수     → ,   tan


는 일대일대응이므로  ∼이다.   

(3) (1), (2)의 함수 와 에 대해     →      는 일대일대응이므로

    ∼이다. 마찬가지로 ∼ 이고 ∼이면 ∼이다.

(4) ∼이므로 은 가부번집합이다.   

(5)     ⋯,    →  ,   라 하면  는 일대일대응이므로 ∼  

   즉, 은 가부번집합이다.   

(6)   × → 를 

 




로 정의하면  는 일대일대응이므로 ×은 가부번집합이다.
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5. 정 리. 의 부분집합 는 가산집합이다.

 

증 명 가 유한집합이면 는 가산집합이다. 

가 무한집합이라고 하자. 

≠∅

이므로 자연수의 정렬성에 의해 

 의 최소원 

이 존재한다. 또 가 무한집합이므로 

≠∅

이다. 따라서 자연수의 정렬성에 의해

 의 최소원 
가 존재한다. 이와 같이 

   ⋯  

이 정해졌다고 하자. 가 무한집합이므로 

 ⋯ ≠∅

이다. 마찬가지로 자연수의 정렬성에 의해 

 ⋯  의 최소원 
가 존재한다. 따라서 함수 

   → ,  
는 일대일대응이므로 는 가부번집합이다.  

6. 정 리. 집합 ≠∅에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 는 가산집합이다.

(2) 전사함수    → 가 존재한다.

(3) 일대일함수    → 가 존재한다.

증 명 (1) ⇒ (2) 가 가산집합이면 는 유한집합이거나 가부번집합이다. 

가 가부번집합이면 가부번집합의 정의에 의해 일대일대응    →  가 존재한다. 

가 유한집합이면    ⋯ 꼴이다. 함수    → 를 

   ≤≤ 

로 정의하면  는 전사함수이다.

(2) ⇒ (3)  함수    → 가 전사함수이므로 각 ∈에 대해 

 ≠∅

이다. 따라서 함수    → 를 

 min 

 로 정의하면 는 정의가 잘되고 일대일함수이다. 

(3) ⇒ (1) 와  가 대등하고    ⊂이므로  는 가산집합이다.
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7. 보 기 (1) 세 자연수의 순서쌍   에 대해 

     

라 하면 함수    ×× → 은 일대일함수이므로 ××은 가산집합이다.

(2) 정수 에 대해 

    

라 하면 함수    → 은 일대일함수이므로 는 가산집합이다.

(3) 유리수  


 ( 는 정수, 은 자연수이고 와 은 서로소)에 대해

      

라 하면 함수    → 은 일대일함수이므로 는 가산집합이다.

(4)  ⊂   라고 하자.     ⊂ (단,   )에 대해 

    

로 정의하면 함수    → 은 일대일함수이므로 는 가산집합이다.

(5)  ⊂  ∞라 하고, 소수를 크기순으로    ⋯라고 하자. 

   ⋯ ⊂ (단,    ⋯ )

에 대해  
 
 ⋯ 

로 정의하면 함수    → 은 일대일함수이므로 는 가

산집합이다.

(6)  ⊂  ∞가 가부번집합이라면 

   
∞ ,     

∞ ,   

꼴로 놓을 수 있다. 이때  
 



,    
∞ 라고 하면 ∈이지만 ≠이므

로 모순이다. 따라서 는 비가산집합이다. 

8. 정 리. 두 집합 , 에 대해 함수    → 가 존재할 때, 다음이 성립한다.

(1) 가 일대일함수일 때; 가 가산이면 도 가산이고, 가 비가산이면 도 비가산이다. 

(2) 가 전사함수일 때; 가 가산이면 도 가산이고, 가 비가산이면 도 비가산이다. 

(3) ⊂일 때, 가 가산이면 도 가산이고, 가 비가산이면 도 비가산이다. 

증 명 (1) 가 가산집합이면 정 리 6에 의해 일대일함수    → 이 존재한다. 

따라서 함수 ∘  → 이 일대일함수이므로 정 리 6에 의해 는 가산집합이다. 

(2) 가 가산집합이면 정 리 6에 의해 전사함수    → 가 존재한다. 

그런데 함수 ∘   → 가 전사함수이므로 정 리 6에 의해 는 가산집합이다.

(3) 일대일함수    → 가 존재하므로 (1)에 의해 성립한다. 
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9. 정 리. 가산집합 ∈에 대해 
 

∞

 는 가산집합이다.

증 명   ∪  라 하면   는 공집합이 아닌 가산집합이다. 

따라서 정 리 6에 의해 전사함수 

   → 

가 존재한다. 

   × → 
 

∞

 ,   

로 정의하면  는 전사함수이다. 따라서 정 리 6에 의해 
 

∞

 는 가산집합이다. 

그런데 ⊂ 이므로 정 리 8에 의해 도 가산집합이다.

10. 정 리. 열린구간  은 비가산집합이다.

증 명  은 유한집합이 아니다. 따라서  이 가산집합이라면 ∼  이므로

    
∞  꼴로 나타낼 수 있다. 그러면   이므로  을 소수로 전개하여 

  ⋯, ∈   ⋯  
꼴로 나타낼 수 있다. 이때, 

     ≠

이라 하면 

   ⋯  

은 ∈  이다. 그러나 각 자연수 에 대해 소수 번째 자리수를 비교하면 

≠

이므로  ∉   
∞   이 되어 모순이 생긴다. 따라서 열린구간  은 비가산집합

이다.

  열린구간    에 대해  ∼ 이므로 구간  도 비가산집합이고,  을 

포함하는 실수의 부분집합은 모두 비가산집합이다. 

11. 보 기 7(6)을 다음과 같이 보일 수 있다. 

함수    →  , 
  

∞





,    ∈ ∉

는 전사이므로 는 비가산이다. 
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핵심내용

1. 집합 ≠∅  에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 는 가산집합이다.

(2) 전사함수    → 가 존재한다.

(3) 일대일함수    → 가 존재한다.

2.  ,   ∞ ⊂는 가산집합, ∈   ∞는 비가산집합이다. 

3. 두 집합 , 에 대해 함수    → 가 존재할 때, 다음이 성립한다.

(1) 가 일대일함수일 때; 가 가산이면 도 가산이고, 가 비가산이면 도 비가산이다. 

(2) 가 전사함수일 때; 가 가산이면 도 가산이고, 가 비가산이면 도 비가산이다. 

(3) ⊂일 때, 가 가산이면 도 가산이고, 가 비가산이면 도 비가산이다. 

4. 가산집합 ∈에 대해 
 

∞

 는 가산집합이다.

5. 열린구간  은 비가산집합이다.
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연습문제

1. 자연수 에 관한 명제 이 다음 두 조건을 만족시키면 은 모두 참임을 보여라.

 (1)  이 참이다.

 (2)    ⋯ 에 대해 가 참이면 도 참이다.

 는 에서 로의 함수전체집합이고 ∈, ⊂에 대해    ∈라 하자.  

2. 다음 집합은 가산집합임을 보여라. 

(1) 

  ∈      (2)        (3) ∈  ∀ ≤ ∞

3. 다음 집합은 비가산집합임을 보여라. 

(1)                               (2)            

(3) ∈  ∀ ≤        (4) ⊂  ⊂

(5) ⊂  ⊂                  (6) ⊂  ⊂⊂

(7) 
 

∞





 ∈                 (8) ∈  ∀    

4. 가 무한집합이고 가 가산집합이다. 

(1) ∼인 의 부분집합 가 존재함을 보여라. 

(2) ∼∪임을 보여라. 

5. 다음을 만족시키는 집합 는 각각 가산집합임을 보여라. 

(1) 각 ∈에 대해  인 함수    → 이 존재한다. 

(2) 각 ∈에 대해  ∼인 함수    → 이 존재한다. 

(3) 각 ∈에 대해  가 유한집합인 함수    → 이 존재한다.

(4) 각 ∈에 대해  가 가산집합인 함수    → 이 존재한다. 

(5) 는 정수 계수 다항식의 해 전체집합이다.  

☆6. 열린구간  에서 닫힌구간   로의 일대일대응을 하나 구하라.
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읽을거리

여우와 신포도

 여우 한 마리가 누이동생을 데리고 길을 가다가 탐스럽고 향긋한 포도송이가 주

렁주렁 매달린 포도밭을 지나게 되었는데, 그렇게 먹음직스러운 포도는 일찍이 

본 적이 없었다. 하지만 포도가 어찌나 높이 매달려 있었던지 아무리 황새처럼 

모두뜀을 뛰어도 팔이 닿지 않았다.

   한참을 뛰락내리락 포도나무와 씨름하던 동생 여우는 이렇게 내뱉었다. “저 포

도는 너무 시어서 따 봐야 먹지도 못해. 그냥 집에 가서 엄마한테 점심을 차려 

달라는 게 났겠어. 안 갈래?”

   묘한 라이벌 의식을 느낀 오빠가 곧 바로 대꾸했다. “싫다. 넌 지금 저 포도를 

따지 못하는 네 무능을 그런 식으로 합리화하고 있는 거야. 하지만 난 달라. 난 

관념론자가 아니니까 기꺼이 현실과 맞서겠어. 저 포도는 분명히 지금까지 먹어 

본 어떤 것보다 달콤할 거야. 난 약간이라도 맛을 볼 때까지 단념하지 않아.”

  그리하여 누이동생은 총총이 그 자리를 떴고, 오빠는 고집스럽게도 포도를 따

려고 계속해서 뛰어올랐다. 몸에서 힘이 빠져나갈수록, 그래서 노력이 가망 없어

질수록, 그 포도가 최고로 맛있을 것이라는 여우의 믿음은 더욱 확고해져 갔다.

  좌절감이 심해져서 이내 발작 증세를 일으켰다. 마침내 그 여우는 자기 꼬리를 

물어뜯겠다고 뱅글뱅글 돌면서 정신없이 깽깽거리기 시작했다. 여우의 울음소리

를 듣고 깜짝 놀라서 총을 들고 나온 포도밭 주인이 여우의 머리를 향해 총을 발

사했다. 총알은 오빠 여우의 머리를 날려 보냈다.  

출처: 파라독스 이솝우화/ 로버트 짐러 지음/ 김정우 옮김/ 정신세계사(1991)
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봄비는 땅을 기름지게 하지만 행인은 그 진흙을 싫어한다.

2. 실수의 대수적 성질과 순서 성질

 이 절에서는 실수의 대수적 성질과 순서 성질에 대해 알아본다.

0. 바탕내용

바탕 1. 실수전체집합 

1. 실수의 대수적 성질. 실수전체집합 에는 다음을 만족시키는 연산 덧셈 과 곱셈⋅

이 정의되어 있다.  
A
 덧셈에 대한 교환법칙. 모든 , ∈에 대해  이다.

A
 덧셈에 대한 결합법칙. 모든 , , ∈에 대해  이다.

A
 덧셈에 대한 항등원. 모든 ∈에 대해  인 ∈이 존재한다.

A
 덧셈에 대한 역원. 각 ∈에 대해   인 ∈가 존재한다.

M
 곱셈에 대한 교환법칙. 모든 , ∈에 대해 ⋅ ⋅이다.    

M
 곱셈에 대한 결합법칙. 모든 , , ∈에 대해 ⋅⋅⋅⋅이다. 

M
 곱셈에 대한 항등원. 모든 ∈에 대해 ⋅⋅인 ∈ (≠)이 존재한다.

M
 곱셈에 대한 역원. 각 ≠∈에 대해 ⋅


 


⋅인 

∈가 존재한다.

D 배분법칙. 모든 , , ∈에 대해 ⋅ ⋅  ⋅이다.

  임의의 두 실수 와 의 곱 ⋅을 관례에 따라 로 나타내고, ⋅를  으로 나

타낸다.  일반적으로, 모든 자연수 에 대해  ⋅ 으로 정의한다. 

 또 모든   ∈에 대해 A에 의해  이므로 이것을 로,  

M
에 의해   이므로 이것을 로 나타낸다.  

 또 ≠인 실수 와 ∈에 대해  ,  



로 정의하고, 두 실수 와 에 대

해  로 정의하며, 두 실수 ,  (≠)에 대해 ⋅

 


로 정의한다.  
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2. 정 리. 네 실수 , , , 에 대해 다음이 성립한다. 

(1) 이면  이다.  

(2) ⋅                   

(3)  

(4)                 

(5)      

(6)   

(7)   이면   또는   이다. 

(8)  ,  

(9) ≠이면  ≠이다.

(10) ≠이면 

⋅


 


이다.

(11) ≠이면 







이다.

증 명 (1), (2), (10)만 증명하고 나머지는 연습문제로 남긴다.

(1) A A A    A 

(2) ⋅A⋅A ⋅ ⋅ ⋅A  ⋅⋅ ⋅D
⋅ ⋅A

⋅ ⋅A


(10)  

   


라 하면     이다. 

따라서    이므로  


 이다. 

3. 순서공리.  다음 두 조건을  만족시키는 집합  ⊂ 가 존재한다.
O
 모든 ∈, ∈에 대해 ∈, ∈이다.

O
 모든 ∈에 대해 다음 중 하나만 성립한다. 

∈,    ,  ∈

 집합 의 원소를 양수라 하고     ∈의 원소를 음수라고 한다. 

 순서공리를 이용하여 두 실수 사이의 대소관계를 다음과 같이 정의한다.

4. 정 의.  임의의 두 실수 , 에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) ∈이면 가 보다 크다, 또는 가 보다 작다고 말하고 기호로는

       또는   로 나타낸다.

(2)     또는  이면  ≥  또는 ≤로 나타낸다.

O
에 의해 ∈,  , ∈ 중 하나만 성립하므로 다음 중 하나만 성립한다.

  ,   ,    
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5. 정 리. 네 실수 , , , 에 대해 다음이 성립한다.

(1)   이고   이면   이다.  

(2)  ≤이고  ≤이면  이다.

(3)    ,  ≤ 이면   이다.

(4)      ,    ≤ 이면   이다.

(5)    이고   이면   이다.

증 명 (1), (4)만 증명하고 나머지는 연습문제로 남긴다. 

(1)   이고   이면 ∈, ∈이므로 순서공리 O에 의해 

 ∈
이다. 따라서    이다.   

(4) ∈, ∈이므로 순서공리 O에 의해 ∈ 즉,   이다. 

또,   이면   이고,   이면   이므로    ≤   즉,   이다.

6. 정 리. 두 실수 , 에 대해 다음이 성립한다.

(1) ≠이면  이다. 특히   이다.

(2)   이고   이면   이다.

(3)   이고   이면   이다.

(4)   이면 
〉이다. 

(5)   이고   이면 
〈이다.

(6)   이고   이면 
〈이다.

(7)   이고   이면 
〉이다.

증 명 (1), (2), (4)만 증명하고 나머지는 연습문제로 남긴다. 

(1)   이면 순서공리 O에 의해  ∈이므로  이다. 또   이면 ∈
이고     이므로 순서공리 O에 의해  이다. 

따라서 ≠이면  이다.

(2) ∈, ∈이므로 순서공리 O에 의해 ∈ 즉,   이다.

(4) ≠이므로 정 리 2(9) 에 의해  가 존재하고  ≠이므로 순서공리에 O에 의해



∈,   
∈

 중 하나만 성립한다. 그런데 
〈이면 

 ⋅




이다. 이것은 (1)의   에 모순이므로 
〉이다. 
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7. 정 리. 임의의   에 대해  이면 ≤이다. 

증 명  이라고 하면   에 대해 이므로 모순이다. 따라서 ≤이다.

    
 

 

   을 이용하여 다음 정리를 보일 수 있다. 

8. 정 리. 두 양수 , 에 대해 다음이 성립한다. 

    ⇔     인 자연수 이 존재한다.

           ⇔ 모든 자연수 에 대해    이다.

9. 정 리. 두 양수 , 에 대해 다음이 성립한다. 

    ⇔    인 이 아닌 정수 이 존재한다.

         ⇔ 이 아닌 모든 정수 에 대해    이다.

10. 정 의. 실수 에 대해 절댓값 을 다음과 같이 정의한다.

     ≥
   

절댓값은 다음 정리와 같은 성질을 갖는다. 그 증명은 연습문제로 남긴다.

11. 정 리. 임의의 두 실수 , 에 대해 다음이 성립한다.

(1)  ≥                            (2)   

(3)                             (4)  

(5)  ≥이면  ≤ 와  ≤  ≤ 는 서로 동치이다.

(6)  ≤  ≤ 

(7)      ≤ ± ≤   
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핵심내용

1. 실수의 대수적 성질

2. 순서공리.  다음 두 조건을  만족시키는 집합  ⊂ 가 존재한다.
O
 모든 ∈, ∈에 대해 ∈, ∈이다.

O
 모든 ∈에 대해 다음 중 하나만 성립한다. 

∈,    ,  ∈

3. 실수의 순서 성질

4. 임의의   에 대해 ≤ 이면  이다. 

연습문제

1. 정 리 2, 정 리 5, 정 리 6의 나머지를 증명하라.

2. 두 실수 , 에 대해  임을 보여라.

3. 세 실수 , , 에 대해  이면   임을 보여라.

4. 세 실수 , , 에 대해   이고 ≠이면   임을 보여라.

5. 두 실수 , (≠)에 대해 







임을 보여라.

6.  인 유리수 가 존재하지 않음을 보여라.  

7.  임을 보여라.

8. 두 실수 , 에 대해   이면   


임을 보여라.

9.  실수 에 대해    이면     이고   이면   임을 보여라.

10. 두 양수 , 가  을 만족시키면  임을 보여라.

11. 두 실수 , 가  을 만족시키면   임을 보여라.

12. 두 실수 , 에 대해 max   ≥  
, min   ≤  

라 하자. 

min 


, min 


임을 보여라.
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읽을거리

무소유의 삶
법정 스님

무소유란 아무것도 갖지 않는다는 것이 아니다.

궁색한 빈털터리가 되는 것이 아니다.

무소유란 아무것도 갖지 않는다는 것이 아니라

불필요한 것을 갖지 않는다는 뜻이다.

무소유의 진정한 의미를 이해할 때

우리는 보다 홀가분한 삶을 이룰 수 있다.

우리가 선택한 맑은 가난은

부보다 훨씬 값지고 고귀한 것이다.

이것은 소극적인 생활 태도가 아니라

지혜로운 삶의 선택이다.

만족할 줄 모르고 마음이 불안하다면

그것은 우리가 살고 있는 세상과

조화를 이루지 못하지 때문이다.

내 마음이 불안하고 늘 갈등 상태에서 만족할 줄 모른다면

그것은 내가 살고 있는 이 세상과 

조화를 이루지 못하기 때문이다.

우리는 우리 주위에 있는 모든 것의 한 부분이다.

저마다 독립된 개체가 아니다.

전체의 한 부분이다.

우리 한 사람 한 사람이 세상의 한 부분이다.

세상이란 말과 사회란 말은 추상적인 용어이다.

구체적으로 살고 있는 개개인이 구체적인 사회이고 현실이다.

우리는 보이든 보이지 않든,

혈연이든 혈연이 아니든,

관계 속에서 서로 얽히고설켜 이루어진다.

그것이 우리의 존재이다. 
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3. 완비성공리

  이 절에서는 상계, 하계, 유계, 상한, 하한을 정의하고 완비성공리, Archimedes성질, 유

리수와 무리수의 조밀성에 대해 알아본다.

 

  는 모든 ∈에 대해   이다. 그러나 자연수전체집합 은 

모든 ∈에 대해 

인 ∈는 존재하지 않는다. 이러한 성질을 구별하기 위하여 다음 정의가 필요하다.

1. 정 의. 공집합이 아닌 의 부분집합   에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) 모든 ∈에 대해

≤

인 ∈가 존재하면 는 위로 유계(bounded above)라하고, 를 의 상계(upper 

bound)라고 한다. 

(2) 모든 ∈에 대해

≥

인 ∈가 존재하면 는 아래로 유계(bounded below)라하고, 를 의 하계(lower 

bound)라고 한다. 

(3) 가 위로 유계이고 아래로 유계이면 는 유계(bounded)라고 한다.

(4) 가 위로 유계일 때, 한 상계 가 다른 모든 상계보다 작으면 그 상계를 

상한(supremum) 또는 최소상계(least upper bound)

라하고

sup  또는  lub

로 나타낸다.

(5) 가 아래로 유계일 때, 한 하계 가 다른 모든 하계보다 크면 그 하계를 

하한(infimum) 또는 최대하계(greatest lower bound)

라하고

 inf  또는 glb

로 나타낸다. 

(6) 가 위로 유계가 아니면 sup∞로 나타내고, 아래로 유계가 아니면 inf ∞로 

나타낸다.

 상한과 하한의 정의에 의해 의 두 부분집합 ∅≠⊂에 대해 다음이 성립한다.

 inf≤ inf≤sup≤sup
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2. 완비성공리. 위로 유계인 집합  (≠∅)에 대해 의 상한이 존재한다.

3. 보 기. (1) 은 아래로 유계이나 위로 유계는 아니다. 이때,

   ⋯

은 모두 의 하계이다. 

(2)    은 유계이다. 

≤인 는 모두 의 하계

이고 

∈이 의 하계이면  ≤

이다.  따라서 하계 중 가장 큰 수는 이므로 하한은 이다. 

≥인 는 의 상계

이고 

∈이 의 상계이면 ≥

이다.  따라서 상계 중 가장 작은 수는 이므로 상한은 이다.

(3)  

 ∈ 은 유계, sup , inf  이고 ∈ ∉이다.

(4)  ,  ,  ,  는 모두 유계이고, 상한은 , 하한은 이다. 

4. 정 리. 유계인 집합  (≠∅)에 대해 다음은 서로 동치이다. 

(1) sup  

(2) 모든 ∈에 대해 ≤이고, 임의의   에 대해  인 ∈가 있다. 

증명 (1) ⇒ (2) 가 의 상계이므로 모든 ∈에 대해 ≤이다. 

또 임의의   에 대해 은 의 상계가 아니므로  인 ∈가 있다. 

(2) ⇒ (1) 모든 ∈에 대해 ≤이므로 는 의 상계이다. 

또 이면  에 대해   인 ∈가 있으므로 가 의 

상계가 아니다.

따라서 가 의 다른 모든 상계보다 작으므로 sup이다.  

5. 따름정리. 유계인 집합  (≠∅)에 대해 다음은 서로 동치이다. 

(1)  inf  

(2) 모든 ∈에 대해 ≤이고, 임의의   에 대해  인 ∈가 있다. 



- 17 -

6. 정 리. 실수 와 유계이고 공집합이 아닌 실수의 부분집합 , 에 대해

   ∈,  ∈ ∈,
라 하면 다음이 성립한다. 

(1)   이면 sup  inf이고 inf  sup이다.

(2) ≥이면 sup  sup이고 inf  inf이다.

(3) sup, inf infinf 

증 명 (1) inf≤≤sup,   이므로 ∈에 대해 sup≤≤inf이다. 따라서 

sup≤inf≤sup≤inf ⋯ ①

이다.   


,  로 놓으면 이고, ①에 의해

sup≤inf inf≤sup sup≤inf

이므로 sup≥inf inf≥sup sup≥ inf 즉, 
sup ≥inf≥sup≥inf

이다. 따라서 sup  inf, inf  sup이다. 

(2)   이면   ×이므로 (1)에 의해 
sup   inf  ×sup sup

이고, 같은 방법으로inf  inf이다. 또   이면    이므로 자명하다. 

(3) 임의의 ∈, ∈에 대해 ≤sup, ≤sup이므로 

≤supsup

이다. 따라서 supsup는 의 상계이므로 
sup≤supsup ⋯ ②

또 임의의   에 대해 
sup , sup   

인  ∈, ∈가 존재한다. 따라서 
supsup≤sup

즉 임의의   에 대해 supsup  sup이므로 
supsupsup ⋯ ③

따라서 ②와 ③에 의해 sup이다. 

또 이고, (1)에 의해 inf sup 이므로 
infinfsup sup supsup inf

이다.
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정 리 6에 의해 inf  sup이므로 다음이 성립한다. 

7.  정 리. 아래로 유계인 집합  (≠∅)에 대해 의 하한이 존재한다. 

8. 정 리. 두 실수 와 에 대해 다음이 성립한다.

(1) Archimedes성질.   이면  즉, 

 인 ∈이 존재한다. 

(2) 인 두 실수 와 사이에는 정수가 존재한다. 

(3) 유리수의 조밀성.   이면   

 인 정수 과 자연수 이 존재한다. 

증 명 (1) 모든 자연수 에 대해 ≤라면 는 집합    ∈의 상계이다. 

가 유계이므로 완비성공리에 의해 sup가 존재하고, 모든 ∈에 대해 
 ≤  즉,  ≤ 

이므로 가 의 상계이다. 

따라서 ≤가 되어 모순이므로   인 ∈이 존재한다.

식   에  을 대입하면   즉, 

 이다. 

(2) (1)에서   을 대입하면 인 자연수 이 존재하고 이다. 이제 

  ∈  ≤
라고 하면 (1)에 의해 ≠∅이므로 자연수의 정렬성에 의해 는 최소원 을 갖고 

≤

이다. 따라서 

≤, ≤,   

이므로  이다.

(3)  이므로 (1)에 의해   인 ∈이 존재한다. 

따라서 (2)에 의해 



인 ∈이 존재하므로   

 이다. 
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정 리 9.  인 양수 가 유일하게 존재한다.

증 명 (존재성)   ≥   라고 하자.  이므로 ∈이면  이다. 따라서 

이므로 는 위로 유계이다. 또 ∈이므로 완비성공리에 의해  sup가 존재하고 

≥이며, 순서공리에 의해 

,  ,  

중 하나만 성립한다.  

[1] 이면 Archimedes성질에 의해  이고  


인 자연수 가 존재한

다. 이 에 대해    


라 하면  이므로 

   


⋅ 


⋅ 

이다. 따라서  이므로 가 의 상계가 되어 모순이다. 

[2]  이면 Archimedes성질에 의해  인 자연수 가 존재한다. 이 

에 대해   


라 하면 ≤ ≤이므로 

   


⋅ 


⋅ 

이다. 따라서  이므로 ∈이고, 이것은    sup가 되어 모순이다. 

따라서  이다. 또  이고 ≥이므로  이다. 

(유일성)  ,   이면 

   ,  

이므로  이다. 

이 를 로 나타하고 의 양의 제곱근이라고 한다. 

일반적으로 양수 와 자연수 에 대해  인 양수 가 유일하게 존재한다.

이 를   또는 




로 나타하고 의 양의 -제곱근이라고 한다. 

 의 양의 제곱근가 무리수임은 어렵지 않게 증명된다. 이 사실을 이용하여 무리수

의 조밀성을 보일 수 있다.

10. 무리수의 조밀성. 서로 다른 두 실수 와  사이에는 항상 무리수가 존재한다.

증 명 유리수의 조밀성에 의해       인 ∈가 존재하고 가 무

리수이며,     이다. 
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핵심내용

1. 위로 유계, 아래로 유계, 유계, 상계, 하계, 상한, 최소상계, 하한, 최대하계, 

  sup , lub , inf , glb

2. 실수 와 유계이고 공집합이 아닌 실수의 부분집합 , 에 대해

   ∈,  ∈ ∈,
라 하면 다음이 성립한다. 

(1)   이면 sup  inf, inf  sup이다.

(2) ≥이면 sup  sup, inf  inf이다.

(3) sup supsup , inf infinf  

3. 완비성공리. 위로 유계인 집합 ≠∅에 대해 의 상한이 존재한다.

4. 두 실수 와 에 대해 다음이 성립한다.

(1) Archimedes성질.   이면  즉, 

 인 ∈이 존재한다. 

(2) 인 두 실수 와 사이에는 정수가 존재한다. 

(3) 유리수의 조밀성.   이면   

 인 정수 과 자연수 이 존재한다. 

5.  인 양수 가 유일하게 존재한다. 

일반적으로 양수 와 자연수 에 대해  인 양수 가 유일하게 존재한다.

6. 무리수의 조밀성. 서로 다른 두 실수 와   사이에는 항상 무리수가 존재한다.
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연습문제

1. 다음 집합의 상한과 하한을 구하라.

(1)  


 ∈   (2)  


 ∈   (3)  


 ∈ 

2. 실수 가 집합  ≠∅의 상계이고 ∈ 이면 는 의 상한임을 보여라.

3. 에 대해    
∞

라 할 때, inf  임을 보여라. 

4. 닫힌구간  의 공집합이 아닌 두 부분집합 , 에 대해 

   ∈ ∈
라 할 때, supsup⋅sup , inf inf⋅inf임을 보여라. 

5. 실수  와 ∈에 대해 

 sup  ≤ ∈
로 정의하자.   일 때, 다음 물음에 답하라. 

(1)  임을 보여라.

(2)  임을 보여라.

☆(3) 일 때,  임을 보여라.

6. 다음 물음에 답하라.

(1) 가 유리수이고 가 무리수이면 는 무리수임을 보여라.  

(2) 는 유리수, 는 무리수, 는 유리수인 두 수 , 를 구하라. 

7. 두 양수 , ( )와 무리수 에 대해     인 유리수 가 존재함을 보여라.

8. 실수 에 대해 ≤ 인 정수 이 존재함을 보여라.

9. 다음을 만족시키는 양수 가 존재함을 보여라. 

  (1)         (2)            (3)            (4)     

10.  ≤ ≤인 , 에 대해    
∞ 라고 하면 는 위로 유계이고, 

sup∈
  

∞

  임을 보여라.

☆11. 문제 10을 이용하여 닫힌구간  은 비가산집합임을 보여라.

☆12. 양수 와 자연수 에 대해  인 양수 가 유일하게 존재함을 보여라. 
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읽을거리

시민권으로서의 소득
녹색평론133호 21-22쪽 발췌 

 ‘독일에서 갤럽’의 최근 조사에 의하면, 현재 근무하고 있는 기업에 친근감이 없

는 사람의 비율은 19%인 반면, 자기의 직장에 강한 애착을 느끼는 사람의 비율

은 13%로, 독일인의 13%만이 참된 의미에서 직장을 갖고 있고, 19%는 순수하게 

수입을 얻기 위해 직장을 갖고 있다고 할 수 있다. 

  우리가 일을 필요로 하는 것은 자신의 재능과 능력을 발전시키고 싶기 때문이

다. 우리는 자신의 활동 속에서 보람을 느끼고자 하는 욕구를 갖고 있다. 이와는 

달리 우리가 수입을 필요로 하는 것은 바로 생존 때문이다. 예수는 마태복음 제 

20장에서 “하늘나라는 다음과 같이 비유될 수 있다”면서 포도원 노동자에 대한 

이야기를 하고 있다. -- 어떤 포도원 주인이 노동자를 고용하기 위해 새벽에 나갔

다. 그는 아침 6시에 처음 만난 노동자들과 일당 1데나리온을 주기로 합의한다. 

그로부터 3시간 후 그는 다시 시장에 나가서 ‘실업자들’을 고용한다. 그는 노동자

들에게 말한다. “그대들도 포도원으로 와서 일하면 합당한 임금을 지불할 것이

다.”그 포도원에는 일이 많아서 정오, 오후 3시 그리고 오후 5시에도 시장에 나가

서 노동자들을 추가로 모집했다. 

  오늘날 우리의 직장모델로 판단하면, 지금 어떤 일이 생길 것인가는 명백하다. 

즉, 종일 포도원에서 일한 노동자는 합의된 1데나리온을 손에 쥐게 되고, 파트타

임 노동자의 경우는 노동시간에 따른 임금이 지불될 것이다. 그런데 예수의 비유

에서는 이야기가 전혀 달리 전개된다. 포도원 주인의 사고와 노동자의 논리는 매

우 설득력이 있어서 여기에 전부를 인용한다.

  저녁이 되자 포도원 주인이 감독에게 “일꾼들을 불러 최후에 온 사람부터 최초

에 온 사람까지 순서대로 임금을 지불하라”고 말했다. 그래서 오후 5시경에 고용

된 사람들이 1데나리온씩을 받았다. 최초에 고용된 사람들은 자신들이 더 많이 

받을 것이라고 생각했다. 그러나 그들에게도 1데나리온씩이었다. 그러자 그들은 

주인에게 불평을 말했다. “최후에 온 사람들은 한 시간밖에 일하지 않았습니다. 

하루 종일 더위를 무릅쓰고 일한 우리와 저 사람들을 같게 취급하다니요.”주인은 

그 사람에게 대답했다. “친구여 그대에게 부당한 짓을 한 게 아닙니다. 그대는 나

와 1데나리온을 받기로 약속을 하지 않았나요? 자신의 몫을 받았으니 돌아가시

오. 나는 최후에 온 사람에게도 그대와 같이 지불하겠다고 했소. 자신의 것을 자

신이 하고 싶은 대로 한 것이 잘못인가요?”
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4. 수열과 급수의 수렴과 극한

    이 절에서는 수열과 급수의 수렴과 극한에 대해 알아본다. 

바탕내용

바탕 1. Archimedes성질. 두 실수 와  (  )에 대해   인 ∈이 존재하고,

       

 인 ∈이 존재한다.

 함수    → 을 수열이라 하고    을 수열 의 번째 항이라고 한다. 

또 수열  를    으로, 의 치역  을  으로 나타낸다.

1. 정 의. 수열   과 실수 ∈에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1)  집합  이 유계이면 수열    이 유계라고 한다.

(2) 임의의 양수  에 대해 

인 모든 ∈에 대해    인 자연수  

가 존재하면   은 로 수렴한다(converge to  )하고 를   의 극한(limit)이라 

하며,  →   또는 lim
→∞

 로 나타낸다. 

(3)    이 로 수렴하지 않으면   ↛ 로 나타내고,    이 어떤 수로도 수렴

하지 않으면 발산한다(diverge)고 한다.

(4) 임의의 양수 에 대해 인 모든 ∈에 대해  인 자연수  가 존

재하면   은 ∞로 발산한다 하고  → ∞ 또는 lim
→∞

 ∞로 나타낸다.

(5)   인 수열    이 ∞로 발산하면    은 ∞로 발산한다고 하고 

 → ∞ 또는 lim
→∞

 ∞로 나타낸다.

(6) 수열   의 각 항을 로 연결한 식 

 ⋯  ⋯

을 무한급수(infinite series) 또는 급수라 하고, 
  

∞

 으로 나타내며,  이 무한급수에서 

  ⋯ 

을 제 항까지의 부분합이라 하고 을 이 무한급수의 제 항이라고 한다. 

(7) 부분합 수열    이 로 수렴하면 급수 
  

∞

 이 로 수렴한다 또는 급수 
  

∞



의 합이 라 하고, 
  

∞

 로 나타낸다. 또 급수가 수렴하지 않으면 발산한다고 한다.
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주 : ‘임의의   에 대해 인 모든 ∈에 대해     인 자연수  가 

존재한다‘와 ’임의의   에 대해 sup  
∞   인 자연수  가 존재한다

‘는 동치이다. 

2. 보 기. (1)  실수 에 대해  인 수열   은 로 수렴함을 다음과 같이 보인다. 

 주어진   에 대해  이라 하자. 이 때 인 모든 ∈에 대해

   

이므로  는 로 수렴한다.

(2) 〈〉은 으로 수렴을 다음과 같이 보인다.

 주어진 임의의   에 대해 인 모든 ∈에 대해



  

인 자연수  가 존재하면 〈〉은 으로 수렴한다. 

주어진   에 대해 Archimedes성질에 의해 




 

인 자연수 가 존재한다. 이때 인 모든 ∈에 대해



 


 


 

이므로 

→ 이다. 

(3) 임의의 양수 에 대해   인 자연수 가 존재한다. 

이때 인 모든 ∈에 대해      이므로  은 ∞로 발산한다.

극한의 정의에 의해 다음이 성립한다. 

3. 정 리. 수열    과 실수 에 대해 다음은 서로 동치이다. 

(1)  → 

(2)  → 

(3) 임의의   에 대해 ∈  ∉  이 유한집합이다.
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4. 보조정리.  → ,  →, ∈, ≥ , ≥이다. ≥인 모든 ∈에 대해 

 ≤   

을 만족시키면  → 이다. 

특히  →이고  ≥ 인 모든 ∈에 대해  ≤ 이면  → 이다.  

증 명  주어진   에 대해  → 이므로  인 모든 ∈에 대해 

 



인 자연수  이 존재한다. 또  →이므로  인 모든 ∈에 대해

 



인 자연수  가 존재한다. 따라서   max  인 모든 ∈에 대해

 ≤   





≤

이므로  → 이다.

5. 정 리. (1)  → ,  →, ∈이면  → 이다. 

(2) 
  

∞

 , 
  

∞

  이고 가 상수이면 
  

∞

이다.

증 명 (1) 방법1  → ,  →이고 

  ≤   

이므로 보조정리 4에 의해  → 이다. 

방법2  주어진   에 대해   ,   인 모든 ∈에 대해 각각

  


   



인 자연수 , 가 존재한다. 

max 

라 하면   인 모든 ∈에 대해 

  ≤     

 
 

 이다. 따라서  → 이다. 

(2)  
 

,  
 



,  
  



라 하면  이다. 조건에서 

 → ,  → 이므로 (1)에 의해  → , 즉 
  

∞

이다.
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6. 보 기. 급수 
  

∞




에서 


 





이므로  


이다. 

따라서 lim
→∞

 이므로 
  

∞




 이다. 

7. 정 리. 급수 
  

∞

 이 수렴하면 lim
→∞

 이다.

증 명    ≥이므로 lim
→∞

  lim
→∞

  lim
→∞

 lim
→∞

  이다. 

8. 압축정리. 모든 ∈에 대해  ≤  ≤  인 수열   ,   ,   에서 

 → ,  → 이면  → 이다. 

증 명1  ≤  ≤  이므로 

 ≤  ≤ 

이고 정 리 5에 의해 

 → 

이다. 또 ≤ ≤이므로 보조정리 4에 의해

 → 

이다. 그런데 

   

이므로 정 리 5에 의해  → 이다.

증 명2  주어진   에 대해  → 이므로    인 모든 ∈에 대해

∈  ⇔   

인 자연수  이 존재하고,   → 이므로   인 모든 ∈에 대해

∈  ⇔   

인 자연수  가 존재한다. 

따라서  max 인 모든 ∈에 대해  ≤  ≤  에서

∈  
이므로  → 이다.
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9. 보 기. (1)  ≤



≤ 


이고 


→ 이므로 




→ 이다. 

(2) 




 ⋅


이고 


→ 이므로 


→ 이다. 

(3) 

≤

sin
≤ 


이고 


→ 이므로 lim

→∞


sin
 이다. 

(4)   와 자연수 에 대해   ≥ 이므로 




≤


 


⋅



이다. 따라서     이면  


인  가 존재하므로  → 이다. 

(5)   과 자연수 에 대해 

 
 


이므로  








이다. 그러므로 압축정리에 의해 




→ 이다. 

(6) (5)에 의해 




→ 이고    




 ⋅




이므로 lim
→∞

 




이다. 

(7)     과 자연수 에 대해 

 


 

 


이므로  
 











이다. 따라서 







이므로 압축정리에 의해 




→ 이다. 
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10. 정 리. 수렴하는 수열은 그 극한이 유일하다.

증 명1  수렴하는 수열  에서   →   → 이고  라고 하자. 

  ≤     

이므로 보조정리 4에 의해  → 이다. 따라서 

 

이므로 수렴하는 수열은 그 극한이 유일하다

증 명2  수렴하는 수열   에서   → 이고  → 라 하자. 

 이고  → ,  → 이다. 

따라서  → 이므로  이다.

증 명3  수렴하는 수열   에서   → 이고  → 라 하자. 

 주어진   에 대해   ,    인 모든 ∈에 대해 각각

  


,   



인 자연수 , 가 존재한다. 

max 

라 하면   인 모든 ∈에 대해

  ≤      

이다. 즉  → ,  → 이면 

임의의   에 대해    

이므로  이다.

11. 정 리. 수렴하는 수열은 유계이다.

증 명   수열   이 로 수렴한다고 하자.    에 대해 이면 

∣∣
인 자연수 가 존재한다. 따라서 인 모든 ∈에 대해

   

이다. 이제 

max   ⋯    

로 놓으면 모든 ∈에 대해 

 ≤

이므로 수열   은 유계이다. 
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12. 정 리.  → ,  → 이면 ⋅ → ⋅이다. 

증 명1    이 수렴하므로 유계이다. 따라서 모든 ∈에 대해 

  

인 양수 이 존재한다. 

    ≤     ≤    

이므로 보조정리 4에 의해 ⋅ → ⋅이다. 

증 명2    이 수렴하므로 유계이다. 따라서 모든 ∈에 대해 

  

인 양수 이 존재한다. 주어진   에 대해 이면 

  


,    



인 자연수 가 존재한다. 따라서 인 모든 ∈에 대해

    ≤       


 

  
 

이므로 ⋅ → ⋅이다. 

13. 보 기. (1)  → 이면 자연수 에 대해 
 →  이다.

(2) 다항식  
  



 
 에 대해   → 이면    →   이다.

14. 보조정리. ≠,  → 이면 


→ 이다. 

증 명   


로 잡자.  → 이므로   인 모든 ∈에 대해

  


 ⇔ 


   


 ⇔ 





 

인 자연수 가 존재한다. 따라서 인 모든 ∈에 대해



 

  ≤ 
이므로 보조정리 4에 의해 


→ 이다. 

15. 정 리.  → ,  → 이고, 모든 ∈에 대해 ≠이면  


→ 


이다. 

증 명 


→ 이므로 보정정리 14에 의해 


→ 이다. 

그런데 





⋅


이므로 정 리 12에 의해 


→ 


이다.
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16. 보 기.  → 이다. 다항식  
  



 
 와  ≠,   ≠인 

다항식  
  



 
 에 대해   

  
→ 

  
이다.

17. 정 리. 모든 ∈에 대해  ≥ 이고   → 이면  ≥ 이다.

증 명   이면 모순임을 보인다.    에 대해   인 모든 ∈에 대해

    ⇔     

 인 자연수 가 존재한다. 이것은  ≥ 에 모순이다. 따라서  ≥ 이다. 

18. 정 리. 모든 ∈에 대해  ≤ 이고   ,   이 수렴하면

lim
→∞

 ≤ lim
→∞



증 명   로 놓으면  ≥ 이고 정 리 5에 의해 

 → lim
→∞

 lim
→∞



이다. 또 정 리 17에 의해 lim
→∞

 ≥ 이므로 lim
→∞

 ≤ lim
→∞

 이다. 

19. 정 리. 모든 ∈에 대해  ≤  ≤ 이고 수열   이 수렴하면 

 ≤ lim
→∞

 ≤ 

증 명   → ,   → 이므로 정 리 18에 의해  ≤ lim
→∞

 ≤ 이다.

20. 정 리. 모든 ∈에 대해   이고 lim
→∞



  이면 lim

→∞

 이다.

증 명 정 리 17에 의해  ≥ 이다. 또   이므로 

    

인 양수 이 존재한다.     에 대해   ≥ 인 모든 ∈에 대해




     ⇔   


 

인 자연수 가 존재한다. 따라서  ≥ 인 모든 ∈에 대해

       
    ⋯   

이고  → 이므로  → 이다.
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21. 정 리. 수열   와 실수 에 대해 다음은 서로 동치이다. 

(1)  ↛ 
(2) ∈  ∉  이 무한집합이 되는   이 존재한다. 

(3) 다음을 만족시키는   이 존재한다.

‘임의의 자연수 에 대해  ≥ 이고  ≥  인 자연수  가 존재한다.’

증 명  정 리 3에 의해 (1) ⇔ (2)이고, (2) ⇔ (3)은 자명하다.   

22. 정 리. 수열    에서 두 집합 

∈   ≤ , ∈   ≥ 
가 모두 무한집합이 되는 두 실수 와 ( )가 존재하면    은 발산한다. 

증 명  


로 놓자. 각 ∈에 대해 

∈  ∉  
이 무한집합이므로  ↛ 이다. 따라서    은 발산한다. 

23. 보 기. 수열    에서 두 집합 

∈   ≤ , ∈   ≥ 
가 모두 무한집합이므로    은 발산한다. 

24. 보 기. 수열 sin  은 발산함을 다음과 같이 보일 수 있다.  

  

 

 ,   

 

 
로 놓으면 

     

 

이므로 , 는 각각 적어도 2 개의 자연수를 포함하고, 

∈ 이면 sin ≥ 


,  ∈ 이면 sin ≤  



이다. 따라서 

∈  sin ≤ 

 , ∈   ≥ 
 

가 모두 무한집합이므로  sin  은 발산한다. 
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핵심내용

1. 수열과 급수의 수렴의 정의 

 → , lim
→∞

 ,  ↛ ,  → ∞, lim
→∞

 ∞, 
  

∞

 

2. →, →, ∈이면 →, ⋅→⋅, 


→


(≠)이다. 

3. 
  

∞

 , 
  

∞

  이고 가 상수이면 
  

∞

 이다.

4. 압축정리. 모든 ∈에 대해  ≤  ≤  인 수열   ,   ,   에서 

 → ,  → 이면  → 이다. 

5.  에 대해 




→ 이다. 

6. 수렴하는 수열은 유계이고, 그 극한이 유일하다.

7. 모든 ∈에 대해  ≥ 이고   → 이면  ≥ 이다.

8. 모든 ∈에 대해  ≤ 이고   ,   이 수렴하면

lim
→∞

 ≤ lim
→∞



9. 모든 ∈에 대해  ≤  ≤ 이고 수열   이 수렴하면 

 ≤ lim
→∞

 ≤ 

10. 모든 ∈에 대해   이고 lim
→∞



  이면 lim

→∞

 이다.

11. 수열 sin  은 발산한다. 
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연습문제

1. 정의에 의해 다음 수열    이 수렴함을 보여라.

(1)  



                               (2)  


   

(3)  


                             (4)  


2.  → 일 때,  ≥이면  ≤  ≤인 자연수 가 존재함을 보여라.

3. 실수 와 자연수 에 대해  ≥ 임을 보여라.

4. 다음 수열    의 수렴, 발산을 조사하라. 

(1)  


                              (2)  


          

(3)   sin


                       (4)  


          

(5)   



                     ☆(6)   


⋅


⋯



5.  → 이면   → 임을 보여라.

6.  ≥이고  → 이면 유리수  에 대해 
 → 임을 보여라.

7.  , 에 대해 lim
→∞
⋅ ⋯ 

⋅ ⋯ 
임을 보여라.

8. 수열 cos  은 발산함을 보여라. 
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9. 수열    이 유계일 때, 다음 물음에 답하라. 

(1)  → 이면    이 수렴함을 보여라.

(2)  → 이지만    은 수렴하지 않는 수열   ,  을 구하라.  

10.  →,  →이면  max  →max , min  →min 임을 보여라. 

11.     이다. lim
→∞

을 구하라.

(1)  



                         (2)   

 




   

(3)  




                                (4)   
 




(5)   




                             (6)   




     

(7)  


,   이고   





 

(8)  




,  이고   





 

(9)  




,  이고   





 

☆12. 모든 자연수 에 대해   이다.

(1) lim
→∞






이 존재하지만 lim
→∞



은 존재하지 않는 수열  을 하나 구하라.  

(2) lim
→∞



이면 lim

→∞






임을 보여라.  
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읽을거리

담쟁이 

도종환

저것은 벽

어쩔 수 없는 벽이라고 우리가 느낄 때

그때

담쟁이는 말없이 그 벽을 오른다

물 한방울 없고 씨앗 한톨 살아남을 수 없는

저것은 절망의 벽이라고 말할 때

담쟁이는 서두르지 않고 앞으로 나아간다

한 뼘이라도 꼭 여럿이 함께 손을 잡고 올라간다

푸르게 절망을 다 덮을 때가지

바로 그 절망을 잡고 놓지 않는다

저것은 넘을 수 없는 벽이라고 고개를 떨구고 있을 때

담쟁이잎 하나는 담쟁이잎 수천 개를 이끌고 

결국 그 벽을 넘는다.
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운명은 노력하는 사람에게 우연이라는 다리를 놓아준다.

5. 단조수열

    이 절에서는 유계인 단조수열은 수렴함을 보인다. 

바탕내용

바탕 1. sup, inf

바탕 2. ≤≤에 대해 다음이 성립한다. 

(1)  ⋯ ≤ ⋯ 

(2)  ⋯ ≤ ⋯ 

1. 정 의. 수열    에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) 모든 ∈에 대해 

 ≤ 

이면    을 증가수열 (increasing sequence)이라 하고 

↑

로 나타낸다. 또 증가수열   이 로 수렴하면 

↑

로 나타낸다.

(2) 모든 ∈에 대해 

  

이면    을 순증가수열(strictly increasing sequence)이라고 한다.

(3) 모든 ∈에 대해 

 ≥ 

이면    을 감소수열 (decreasing sequence)이라 하고 

↓

로 나타낸다. 또 감소수열   이 로 수렴하면 

↓

로 나타낸다.

(4) 모든 ∈에 대해 

  

이면    을 순감소수열(strictly decreasing sequence)이라고 한다.

(5) 증가수열이나 감소수열을 단조수열(monotone sequence)이라고 한다. 
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2. 정 리.    이 유계인 증가수열이면 수렴하고 lim
→∞

 sup 이다.

증 명    이 유계이므로 완비성공리에 의해 

sup
 이 존재한다. 임의의    에 대해  은  의 상계가 아니므로 

   ≤

인 자연수 가 존재한다. 

그런데   이 증가수열이므로  인 모든 ∈에 대해

   ≤ ≤ 즉   

이다. 따라서 lim
→∞

  이다.

 마찬가지로    이 유계인 감소수열이면 수렴하고 lim
→∞

  inf 이다. 

3. 보 기. (1) 〈〉 은 감소수열이므로 수렴하고 lim
→∞



 inf 

 이다.

(2)  이면   은 감소수열이고   이다. 따라서

lim
→∞

  inf≥

이고

 lim
→∞

 lim
→∞

 

이다. 즉  이고 ≠ 이므로  이다.

(3)  
 ,   

 




 로 정의된 수열   은 로 수렴한다.

풀 이   이다.    라면

 
 

 
   

즉,   이므로 수학적 귀납법에 의해 모든 ∈ 에 대해

 

 이다. 따라서


 

 
 

     

즉,   은 증가수열이므로  은 

sup
로 수렴하고  이다. 또

  lim
→∞


  lim

→∞


 



 이므로

  

이다. 그런데  이므로  이다.
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4. 보 기.  
 





인 수열   의 수렴여부를 조사하라.

풀 이 다음이 성립한다. 

[1] 수열   이 로 수렴하면 는 

 
를 만족시킨다. 따라서

 즉,  

이므로 는 , ,  중 하나이다. 

[2] ≥에 대해  이면  ,   이면  ,   이면  이다. 

[3]  
 





에서 수학적 귀납법에 의해 ≥인 모든 ∈에 대해

  이면  

   이면   

   이면  

[4] 
 

 에서 


 이므로 

 이면  
  이면   

  이면  

[5] ≥에 대해 [3]과 [4]에 의해 
  이면  

   이면   

   이면   

[6]   이면  → ,   이면  → ,   이면  → 이다.

5. 보 기.   
 





인 수열   의 수렴여부를 조사하라.

풀 이  로 놓으면  
  이므로 보 기4에 의해 

   이면 → , 

또는  이면 →,

 또는   이면 →
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6. 정 리. 자연수 과 ≤인 실수 에 대해 

  
 


,   
 


라 하면  ,  이다. 

증 명  


,   


로 놓자. 

  
 



    


,   

  
이므로  이다. 

 


, 


 


라 하면 바탕 2에 의해  ≥


이므로




  ≥ 

 ⋅
 



이고 




≥

이므로  이다. 

7. 정 리. 두 자연수 과 에 대해 
 



≤ 
 


 
 



이다. 

증 명 

≤ 

 


이므로 
 



≤ 
 


이다. 

이제  : 
 


 
 



이라고 하자. 

 
 


 
 


이므로 은 참이다. 

 가 참이라고 하자. 즉, 
 


 
 


라고 하자. 


 


 
 



이므로 
 


 
 



이고, 가 참이므로


 
 

 
 



 


 
 




 


 
 



 
 



이다. 따라서 도 참이므로 수학적 귀납법에 의해 은 모두 참이다. 
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핵심내용

1. 증가수열, 순증가수열, 감소수열,  순감소수열, 단조수열, ↓, ↓ , ↑, ↑

2.    이 유계인 증가수열이면 수렴하고 lim
→∞

 sup이다.

3.  
 





인 수열   의 수렴여부 판정하기. 

4. 자연수 과 ≤인 실수 에 대해 

  
 


,   
 


라 하면  ,  이다.  

5. 두 자연수 과 에 대해 
 



≤ 
 


 
 



이다. 
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연습문제

1. 다음 수열  은 단조수열인가? 단조수열이면 그 극한을 구하라.

(1)  
     (2)        (3)    



2. 다음 수열   의 수렴여부를 조사하라. 

(1)   


 

     (2)     (3)  ,  





3. 다음 수열  의 수렴여부를 조사하라.

(1)   

⋅


⋯


⋅       ☆(2)   


⋅


⋯


⋅

4. ∈에 대해 
 






 

 


임을 보여라. 

5. 가 다음과 같을 때,    ⋯ 이면  → 인가?

(1)  



         (2)  


         (3)  





6. ∈에 대해 다음 부등식이 성립함을 보여라. 

(1) 
 







                 (2) 


≤ 
 

 




≤



7. 다음 극한을 구하라. 

(1) lim
→∞









              (2) lim
→∞






           (3)  lim
→∞



 

 




       

8. ∈, 양의 유리수 에 대해 
 

 

 
 
 

임을 보여라. 
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9. ∈에 대해 다음이 성립함을 보여라. 

(1) 이면  ≤ 이다. 

(2) 










≤ 
 

 

(3) 
 














(4) 
 

 

 
 
 

10. ∈에 대해 다음 부등식이 성립함을 보여라. 

(1) 



 

 
 

(2) 
 

 

 
 
 

11. ∈과 ≤≤에 대해 다음 부등식이 성립함을 보여라. 

(1)  ≥







(2) ≥이면 


 
 

 

이다. 

(3) 
 


 
 

 

12. (1)  , ∈, 이면  임을 보여라.

(2)  , ∈, 이면  임을 보여라.

☆13. 이다. 이때  ,  ⋯  → 인 수열  이 존재함을 보여라. 

☆14. ∈에 대해  이 방정식  의 근이면 ↑임을 보여라.
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산술기하평균부등식탐구

1. 산술기하평균부등식1. ∈과 양수   ⋯ 에 대해 

  ⋯  ≤


 ⋯ 


이고 등호는   ⋅⋯⋅일 때만 성립한다.

증 명.    ⋅⋯⋅이고, 두 양수 와 에 대해

 
 


⋅




이므로 

≤ ⋯⋯ ➀
이고 등호는  일 때만 성립한다.   

 이제 자연수 과 양수   ⋯ 에 대해 

  ⋯  ≤


 ⋯ 


임을 수학적 귀납법으로 보이자. 

[1]  일 때, 성립한다. 

[2] 일 때, 성립한다고 가정하면   ⋯  ≤


 ⋯ 
이다. 

[3] 일 때, ➀에 의해 ≤≤에 대해 


   ≤

 
 

이므로 

 
 




  

  




   ≤ 

 






 



 
  

 






이고 귀납적 가정에 의해 

  ⋯  ≤


 ⋯ 
  

 






이므로 

   ⋯ ≤ 
 






이다. 따라서    ⋯   ≤
 




이므로 

  ⋯   ≤ 
 






따라서 산술기하평균부등식이 성립한다. 
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2. 산술기하평균부등식2. ∈과 양수   ⋯ 에 대해 

 ⋅⋯⋅ ≤ 
⋅⋯⋅ 



이고 등호는   ⋅⋯⋅일 때만 성립한다.

증 명. 두 양수 와 에 대해 
 



 
 



이므로 ≤ 
 



 등호는  일 

때만 성립한다. 따라서 네 양수 , , , 에 대해

≤ 
 




 



, ≤ 
 



이므로 ≤ 
 



이고 등호는    일 때만 성립한다.

그러므로 수학적 귀납법으로 

 ⋅⋯⋅≤ 
⋅⋯⋅ 



이고 등호는    ⋯ 일 때만 성립함을 보일 수 있다. 

 ≤인 자연수 에 대해 



 ⋯ 
,    ⋯ 





,    ⋅⋯⋅ 

라고 하면 

  ⋯    ⋯⋅  ⋯  
⋅

 , 

 ⋯    ⋯   ⋯ 


이므로 

⋅
 ≤




이다. 따라서 ≤이고 등호는   ⋅⋯⋅일 때만 성립한다.

3.  , 자연수 , 에 대해 다음이 성립한다. 

(1) 
 


 
 



          (2)  
 

 

 
 


증 명 (1) 산술기하평균부등식2에  ,   ⋅⋯⋅ 


를 대입한다. 

(2)   ⋯ ,     ⋅⋯⋅   


라 하면 


 

  

 
 



 
 

 

  이므로 ⋅ ⋯     
 

 

이고 

, , ⋯,   의 산술평균은 


이다. 따라서 산술기하평균부등식2에 의해 


 

 

 
 

  

이므로 
 

  

 
 
 

이다.
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읽을거리

영원한 것은 없다
법정 스님

이 세상에서 영원한 것은 아무것도 없다.

어떤 어려운 일도

어떤 즐거운 일도 영원하지 않다.

모두 한때이다.

한 생애를 통해 어려움만 지속된다면

누가 감내하겠는가.

다 도중에 하차하고 말 것이다.

좋은 일도 그렇다.

좋은 일도 늘 지속되지는 않는다.

그러면 사람이 오만해진다,

어려운 때일수록 낙천적인 인생관을 가져야 한다,

덜 갖고도 더 많이 존재할 수 있어야 한다.

이전에는 무심히 관심 갖지 않던 인간관계도

더욱 살뜰히 챙겨야 한다.

더 검소하고 작은 것으로써 기쁨을 느껴야 한다.

삶에서 참으로 소중한 것은

어떤 사회적인 지위나 신분, 소유물이 아니다.

우리들 자신이 누구인지 아는 일이다.

그 어느 때보다

힘든 시기를 당했을 때

‘도대체 나는 누구지?’하고

자기 존재를 확인해야 한다.

자신이 지니고 있는 직위나 돈, 재능이 중요한 것이 아니라,

어떤 일을 하며 어떻게 살고 있는가에 따라

삶의 가치가 결정된다.
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6. 부분수열

    이 절에서는 부분수열을 정의하고 성질을 알아본다.

바탕내용

바탕 1. 압축정리. 모든 ∈에 대해  ≤  ≤ 인 수열

        ,   ,   에서  → ,  → 이면  → 이다. 

바탕 2.   이 유계인 단조수열이면 수렴한다.

바탕 3. Archimedes성질. 두 실수 와  (  )에 대해   인 ∈이 존재하고,

       

 인 ∈이 존재한다.

바탕 4. 수열의 수렴과 극한. 유계수열

바탕 5.  수열   와 실수에 대해 다음은 서로 동치이다. 

(1)  ↛ 
(2) ∈  ∉  이 무한집합이 되는   이 존재한다. 

(3) 다음을 만족시키는   이 존재한다.

‘임의의 자연수 에 대해  ≥ 이고  ≥  인 자연수  가 존재한다.’

1. 정 의. 수열   , 자연수를 값으로 가지는 순증가수열    에 대해   인 

수열     를    의 부분수열(subsequence)이라고 한다.

2. 보 기. (1)   


인 수열   에서  ,  이면  〈 〉,


〈 〉이다. 따라서 〈 〉과 〈 〉은 〈〉의 부분수열이다.

(2)   에서   이면  ,   이면   이다. 

따라서  과   은    의 부분수열이다.

(3)  ≥  이고  




일 때, 수열  〈〉은    의 부분수열이다. 
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3. 정 리. 수열    와 실수  에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1)  → 

(2)   가    의 부분수열이면  → 이다.

(3) 다음을 만족시키는  의 두 부분수열  ,  이 존재한다.

 →,  → ,   
∞ ∪ 

∞

(4) 다음을 만족시키는  의 세 부분수열  ,  ,  가 존재한다.

 →,  → ,  → ,   
∞ ∪ 

∞ ∪ 
∞

증 명 (1) ⇒ (2)  → 이므로 주어진    에 대해  인 모든 ∈에 대해  

∣∣ 
인 자연수 이 존재한다. 또 ≥이므로  이면   이다. 

따라서  인 모든 ∈에 대해  

∣∣
이므로  → 이다.

(2) ⇒ (3)  ,   또는   로 택하면 된다.  

(3) ⇒ (4)  로 택하면 된다. 

(4) ⇒ (1)  →,  → ,  → 이므로 주어진   에 대해   인 모든 ∈에 대

해 


  ,   ,    

인 자연수 가 존재한다. 이제 max  인 모든 ∈에 대해 

 또는  또는  

이고  인 ∈이 존재한다. 따라서 max  인 모든 ∈에 대해

∣∣ 
이므로  도 로 수렴한다.

4. 따름정리. (1)  → ,   → 이면  → 이다. 

(2)  → ,   → ,   → 이면  → 이다. 

(3) ≠일 때, 수열    의 한 부분수열  이  로 수렴하고, 다른 부분수열 

 
이 로 수렴하면 수열    은 발산한다.
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5. 보 기. (1) 수열   에서  이면   은 에 수렴하고,

 이면   은 에 수렴하므로  은 발산한다.

(2) 수열 〈〉이  으로 수렴하므로 부분수열 〈 〉, 〈 〉도 으로 수렴한다.

(3)   ≥ 이면 lim
→∞






이다. 

풀 이  ≥이므로 




 은  ≥인 감소수열이다. 따라서 




 은 

 inf 


에 수렴하고 ≥이다. 또 






・







이므로 lim
→∞








이다. 그런데 




 은 




 의 부분수열이므로 

  즉,   

이고 ≥이므로  이다. 

6. 보 기.  ,  




인 수열   은 수렴한다. 

풀 이 다음이 성립한다. 

[1] 수학적 귀납법에 의해  ≤  ≤ 이다. 

[2]  ,  


,  



이므로   ,   이다. 

[3]  




 

이므로  



 

 




이다. 

[4]  
 




 
 

 



  

 


 
 

  
   

[5] ↓,  ↑이므로  ,   은 수렴한다. 

   → ,  → 라고 하면  




에서 





,  



이다. 또   이므로 

 



  

 ≤


 




이다. 따라서 이므로 따름정리 4(1)에 의해  은 수렴한다. 
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7. 보 기. lim
→∞



⋅


⋯


 이다.

풀 이   

⋅


⋯


라고 하면  , ↓이므로 수열   은 수렴한다. 

따라서  , lim
→∞

 라고 하면 lim
→∞

 이고 ≥이다. 또 

 ⋅


⋅


⋯


≤ 
 





이다.   
 


라 하면 

↓, ≤ ≤ , 

≤ 


 
 



≤




이므로 ≤이다. 따라서 이다.

간결한 풀이   

⋅


⋯


,   


⋅


⋯


이라 하면 


  


, ≤ ≤


, lim
→∞



 

이므로 압축정리에 의해 lim
→∞

 이다. 

정 리 3과 바탕 5에 의해 다음이 성립한다.

8. 정 리. 수열    와 실수 에 대해 다음은 서로 동치이다. 

(1)  ↛ 
(2)   ≥  인   의 부분수열   와 양수 이 존재한다.

(3)  ↛ 인    의 부분수열   가 존재한다. 

9. 정 리. 모든 수열은 단조부분수열을 가진다.

증 명 수열    이 주어졌다고 하고 집합 를 다음과 같이 정의하자. 

 ∈   ≤  ⇒  ≤ 

경우1 : 가 무한집합이다.

∈인    의 부분수열   를 잡으면    는 증가수열이다.

경우2 : 가 유한집합이다.

∅이면  , ≠∅이면  max로 놓자.

 ∉ 이므로   ,   인  가 존재한다. 

또,   ∉ 이므로   ,     인  가 존재한다. 이 과정을 되풀이하여 

   ⋯  ⋯

를 잡으면    의 부분수열    는 감소수열이다.
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10. Bolzano-Weierstrass정리. 유계 수열은 수렴하는 부분수열을 가진다.

증 명1  수열    이 유계라고 하자.  정 리 9에 의해 단조수열인 부분수열 

 
 을 가진다. 그런데    이 유계이므로    도 유계이다. 따라 바탕 2에 

의해    은 수렴한다. 

증 명2  유계수열    에 대해  라고 하자.

경우1 :   가 유한집합

 가 유한집합이므로 적어도 어느 한 수는 무한 번 나타난다. 이 수를  라고 하면




⋯ 인     ⋯

가 존재하고    → 이다. 

경우2 :   가 무한집합

 가 유계이므로  ⊂      인 구간  이 존재한다.  로 놓자. 

 



 
 


  








 





라하고 

 ∈     ∈   ∈     ∈
라고 하자. 

 이 무한집합이면      

로 놓고,  의 최소원을  라 하자. 

  이 유한집합이면      

로 놓고,  의 최소원을  라 하자. 이때  ≤ ≤≤ ≤이다.

  





 


  








 





라하고 

 ∈     ∈   ∈     ∈
라고 하자. 이때 ∪ 가 무한집합이므로   중 적어도 하나는 무한집합이다.

 가 무한집합이면      

로 놓고,  의 최소원을  라 하자. 

 가 유한집합이면      

로 놓고,  의 최소원을  라 하자. 이때  ≤ ≤≤≤ ≤ ≤, ∈ 이다.

이 과정을 되풀이하여     을 잡으면 

    ⋯    ⋯, ↑, ↓, ≤≤,   


이다. 

따라서 바탕 2에 의해 수열  은 수렴한다.  → 라고 하면 lim
→∞

 이므

로  → 이다. 또 ≤≤이므로 바탕 1에 의해  → 이다.  
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11. 보 기. ≤≤인 정수 , 자연수 에 대해 








라고 하자. 이때 수열  이 정의되고, 자연수 에 대해  

≤ ≤,  


이다 따라서   
라고 하면  


이므로  →


이다. 

또 ≤≤인 실수에 대해  →인 부분수열  가 존재한다.

12. 정 리. 수열   이 유계이다.   의 수렴하는 모든 부분 수열이 고정된 실수 

로 수렴하면    도 로 수렴한다. 

증 명   가  로 수렴하지 않으면 수렴하지만 그 극한값이 가 아닌    의 

부분 수열이 존재함을 보이면 된다.    가  로 수렴하지 않으면 정 리 8에 의해 

  ≥ 

인   의 부분수열   와 양수  이 존재한다. 이때 부분수열   이 유계이

므로 Bolzano-Weierstrass정리에 의해    는 수렴하는 부분수열   을 가진다. 

그런데

 ≥ 

이므로   은  로 수렴할 수 없다.   이   의 수렴하는 부분수열이지만  

  은  로 수렴하지 않는다. 

따라서    도 로 수렴한다.  

핵심내용

1. 부분수열

2.  → ,   → 이면  → 이다. 

3. 모든 수열은 단조부분수열을 가진다.

4. Bolzano-Weierstrass정리.  유계 수열은 수렴하는 부분수열을 가진다.

5. 유계 수열   의 수렴하는 모든 부분 수열이 고정된 실수 로 수렴하면   

   도 로 수렴한다. 
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연습문제

1. 수렴하는 부분수열을 갖지 않는 수열을 하나 구하라. 

2. 유계가 아니지만 수렴하는 부분수열을 갖은 수열을 하나 구하라. 

3.  ≥ 이다.    이 수렴하면  도 수렴하는가?

4. 부분수열을 이용하여  일 때, lim
→∞






임을 보여라. 

5. 다음 수열   은 수렴함을 보여라. 

(1)  ,  




            (2)  ,  






6. 수열  → 와 자연수를 값으로 가지는 순증가수열   에 대해 수열  을 

  ≤이면  로 정의하면  → 인가?

7.  , ≤  일 때,  



인 수열  에 대해 다음 물음에 답하라.

(1) 


로 수렴하는 부분수열이 존재하는가?

(2) 집합   ∈을 구하라.

(3) 수열  의 수렴하는 부분수열의 극한이 될 수 있는 수의 집합을 구하라. 

8.   ∈이고 수열  의 수렴하는 부분수열의 극한이 될 수 있는 수의 집

합이 인 수열  을 구하라. 

9. lim
→∞



⋅


⋯


 임을 보여라.
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☆10. 모든 자연수 에 대해 이 다음과 같을 때, 
  

∞

의 값을 구하라.

(1)   

⋅


⋯


            (2)   


⋅


⋯



(3)   

⋅


⋯


            (4)   


⋅


⋯



(5)   

⋅


⋯


           (6)   


⋅


⋯



(7)   

⋅


⋯


            (8)   


⋅


⋯



☆11.   
  

  
  ⋯ 

 일 때,   임을 보여라.

☆12. 두 수열    이 다음 조건을 만족시킨다. 

각 자연수 에 대해 로 수렴하는  의 부분수열이 존재한다.

이때  → 이면 로 수렴하는  의 부분수열이 존재함을 보여라.

☆13.   ∈ ,   ∈인 수열  ,  이 존재함을 보여라.
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점화수열탐구
 

유형1.  (≠)꼴은 꼴로 변형한다. 

이때  , 


, 
 이므로 

 


 

  
 

유형2.  꼴은  꼴로 변형한다. 

이때 , 이므로 , 는 방정식  의 두 근이고,   

 
 ⋯ ①

 
 ⋯ ②

이다. ≠일 때, ①②에서 

  


,  







이다. 또 일 때,  
이므로  




라고 하면

 



,  ⋅








 




이다. 따라서   
   

 이다. 

유형3.  


꼴은 을  ,   로 정의하면 







,   

인 유형2 꼴로 변형한다. 

 

유형4.  


꼴은  이면 유형1꼴이다. ≠이면  


꼴이 되고, 

 


꼴은  로 치환하면 유형3 꼴로 변형한다. 

문. 다음 수열이 정의되는 을 구하고, 그때의 일반항 을 구하라. 

(1)  


                             (2)   



(3)  


                             (4)  
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읽을거리

법구경에서

오늘은 어제의 생각에서 비롯되었고

오늘의 생각이 내일의 삶을 만든다.

삶은 이 마음이 만들어 내는 것이니

순수하지 못한 마음으로 

말과 행동을 하면

고통이 그를 따른다.

수레의 바퀴가 소를 따르듯

오늘은 어제의 생각에서 비롯되었고

오늘의 생각이 내일의 삶을 만든다.

삶은 이 마음이 만들어 내는 것이니

순수한 마음으로 말과 행동을 하면

기쁨이 그를 따른다.

그림자가 물체를 따르듯

이 삶의 기나긴 여행길에서 

나보다 나은 이나 

나와 동등한 이를 만나지 못하면 

외롭지만 차라리 홀로 가거라.

저 어리석은 자는 결코 

여행길에 아무런 도움도 되지 않는다.

나의 결점을 일러주는 이

나의 결점을 꾸짖어주는 이

이런 사람을 만나거든 그를 따르라.

그는 나에게

보물이 감춰진 곳을 일러주는 사람이니 
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운명은 노력하는 사람에게 우연이라는 다리를 놓아준다.

7. Cauchy수열

  이 절에서는 Cauchy수열을 정의하고 Cauchy수열은 수렴함을 보인다.

바탕내용

바탕 1. Archimedes성질. 두 실수 와  (   )에 대해   인 ∈이 존재하고,

       

 인 ∈이 존재한다.

바탕 2. Bolzano-Weierstrass정리. 유계 수열은 수렴하는 부분수열을 가진다.

1. 정 의. 임의의 양수  에 대해 인 모든 , ∈에 대해 

∣∣
인 자연수  가 존재하면,    을 Cauchy수열 또는 Cauchy라고 한다.

2. 보 기. (1) 주어진   에 대해 Archimedes성질에 의해 

  즉, 


  인 자연수 

 가 존재한다. 따라서    


인 수열    에서 인 모든 , ∈에 대

해 





   

 

이므로 〈〉은 Cauchy이다.

(2) 수열   은 ≠ 이면   ≥ 이므로 Cauchy가 아니다.

(3)  ↓ 일 때, ≤ ⋯   ≤이다. 

따라서  
 



 인 수열    에서  인 모든 , ∈에 대해 

  ⋯ ≤
이므로    은 Cauchy이다.

특히  
 






,   

  






인 수열      은 Cauchy이다.
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3. 정 리. 수렴하는 수열은 Cauchy수열이다.

증 명  수열    이  에 수렴하고 양수  이 주어졌다고 하자. 

수렴의 정의에 의해  인 모든∈에 대해 

∣∣ 


인 자연수 가 존재한다. 따라서 인 모든 , ∈에 대해 

∣∣≤∣∣∣∣ 




 

이므로   은 Cauchy수열이다.

4 정 리. Cauchy수열은 유계이다.

증 명      이 Cauchy이면,   에 대해 인 모든 , ∈에 대해 

∣∣
 인 자연수 가 존재한다. 따라서 인 모든 ∈에 대해 

∣∣∣ ∣
 이다. 이제 

max ⋯   

로 놓으면 모든 ∈ 에 대해 ∣∣≤이므로    은 유계이다.

5. 보 기. (1)  
 인 수열   은 유계가 아니므로 Cauchy가 아니다. 

(2)   
인 수열    은 유계이지만 Cauchy가 아니다. 즉, 정 리 4의 역은 성

립하지 않는다.

6. 정 리. Cauchy수열은 수렴한다.

증 명  Cauchy수열    은 정 리 4에 의해 유계이므로 Bolzano-Weierstrass정리에 

의해 수렴하는 부분수열  가 존재한다. 

이제  가  로 수렴하면    도  로 수렴함을 보이면 된다.

   이 Cauchy이므로 주어진    에 대해  인 모든 , ∈에 대해 

∣∣ 
인 자연수 이 존재한다. 한편   가 에 수렴하므로  인 모든 ∈에 대해 

∣∣
인 자연수 가 존재한다. 따라서   max 인 모든 ∈에 대해

∣∣≤∣∣∣∣  
이므로    도 에 수렴한다.
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7. 보 기. (1) 보 기 2(3)에서  ↓ 일 때,  
 



 인 수열    은 Cauchy

이므로 수렴한다. 

(2)  
 






인 수열    은 Cauchy이므로 수렴한다. 

이때  → ln임을 뒤에서 보일 수 있다. 

(3)  
 






인 수열    은 Cauchy이므로 수렴한다. 

이때  → 


임을 뒤에서 보일 수 있다. 

8. 정 의. 수열 에서 모든 ∈에 대해

  ≤  

인 상수  ≤가 존재하면  을 축소수열, 를 이 수열의 축소상수라고 한다.

9. 보조정리. 세 자연수 , , ()과 축소상수가 인 축소수열   에서 다

음이 성립한다. 

(1)   ≤ 
               (2)   ≤

 
 

증 명 (1)   ≤    ≤ 
   ≤ ⋯ ≤

(2)    
  

 

 ≤
  



   ≤ 
  



     ≤

 
  

10. 정 리. 축소수열은 수렴한다. 

증 명 축소수열   의 축소상수가 라고 하자. 

보조정리 9(2)에 의해  인 자연수 , 에 대해

  ≤

 
 

이다.  가   ≤  인 상수이므로 주어진    에 대해 



 ∣∣
인 자연수  가 존재한다. 이  에 대해 인 모든 ∈에 대해



 
 ≤

 ∣∣
이므로   은 Cauchy이다. 따라서 축소수열은 수렴한다. 
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11. 따름정리. 축소상수가 인 축소수열   에서  → 이면 다음이 성립한다. 

(1)  ≤ 
 

 

(2)  ≤ 

  

증 명 (1) 보조정리 9(2)에 의해  인 자연수 , 에 대해

  ≤

 
 

이므로 이 식에서  → ∞하면 (1)이 된다.

(2) 보조정리 9(2)에 의해 인 자연수 , 에 대해 

  ≤


  

이므로 이 식에서  → ∞하면 (2)가 된다.

12. 보 기.      

 
≥이면 


 

 

이다. 따라서  이 축소수열이므로 정 리 10에 의해 수렴한다. lim
→∞

 로 놓으면

  

 
에서 


이므로 를 구할 수 없다. 

그러나 점화식을 풀면  


 

  
 
 

이므로 


이다. 

13. 보 기.  ,  




이면 수학적 귀납법에 의해  ≤  ≤ 이므로  

 


 


    


≤




 




이다. 따라서  이 축소수열이므로 정 리 10에 의해 수렴한다. 
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14. 보 기.   ≤≤  


 

≥인 수열   에서 

≤ ≤이므로 ≤ ≤

이다. 따라서 수학적 귀납법에 의해, 모든 ∈에 대해 

≤ ≤

이다. 따라서

   



 

   


    

 
  ≤ 


 

이므로   은 축소수열이다. 그러므로   은 수렴하고

lim
→∞

 

로 놓으면  

 ≤  ≤ 

이고 는 방정식 

 

의 근이다. 또  ≤  ≤ 가 방정식  의 근이면 



에서 

 

이고,  ≤   ≤ 에서 

 ≤

이므로 이다. 

따라서  ≤  ≤ 이면  의 값에 관계없이  은 같은 값으로 수렴한다.

이제 의 근삿값을 구하여 보자.

  축소상수가 


이고   
 이다. 

따라서   


으로 잡으면    



 이므로 따름정리 10(1)에 의해 

 ≤ 


⋅
 
 

이다. 그러므로 의 근삿값을 


으로 택하면 오차는 



이하가 된다. 

핵심내용

1. Cauchy수열, 축소수열 

2. 수렴하는 수열은 Cauchy수열이고  Cauchy수열은 수렴한다.

3. 축소수열은 수렴한다.
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연습문제

1. 다음 수열   은 Cauchy인가?

(1)  


         (2)  
 






          (3)   

 







2.  ,  이 Cauchy이면  ,   도 Cauchy인가?

3.  이 모두 정수이고,   이 Cauchy이다. ,  ≥ 이면   인 자연수 가 

존재하는가?

4.  일 때,   인 수열  은 수렴함을 보이고 그 극한을 

구하라.

5. 다음 수열   은 수렴함을 보여라.

(1)  ,  


                 (2)  ,  


 

 
 

(3)  ,  


 

             (4)  ,  




 

(5)  ,  




                  (6)  ,   








6. 수렴하지만 축소수열이 아닌 수열을 하나 구하라. 

7. , 인 의 근삿값으로 오차가  이하인 것을 하나 구하라. 

8. lim
→∞

   이지만 유계가 아닌 수열  을 하나 구하라. 

☆9. lim
→∞
이지만 유계가 아닌 수열  을 하나 구하라.

☆10. 각 자연수 에 대해     이다.

(1) 유계가 아닌 수열  을 하나 구하라. 

(2) ≤ ≤이지만 수렴하지 않는  을 하나 구하라.  

☆11.  ,  





인 수열  은 수렴함을 보이고 그 극한을 구하라.
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읽을거리

눈물은 왜 짠가
함민복

  지난 여름이었습니다. 가세가 기울어 갈 곳이 없어진 어머니를 고향 이모님 댁

에 모셔다 드릴 때의 일입니다. 어머니는 차 시간도 있고 하니까 요기를 하고 가

자시며 고깃국을 먹으러 가자고 하셨습니다. 어머니는 한평생 중이염을 앓아 고

기만 드시면 귀에서 고름이 나오곤 했습니다. 그런 어머니가 나를 위해 고깃국을 

먹으러 가자고 하시는 마음을 읽자 어머니 이마의 주름살이 더 깊게 보였습니다. 

설렁탕집에 들어가 물수건으로 이마에 흐르는 땀을 닦았습니다.

  “더울 때일수록 고기를 먹어야 더위를 안 먹는다. 고기를 먹어야 하는데…… 고

깃국물이라도 되게 먹어 둬라”

  설렁탕에 다대기를 풀어 한 댓 숟가락 국물을 떠먹었을 때였습니다. 어머니가 

주인아저씨를 불렀습니다. 주인아저씨는 뭐 잘못된 게 있나 싶었던지 고개를 앞

으로 빼고 의아해하며 다가왔습니다. 어머니는 설렁탕에 소금을 너무 많이 풀어 

짜서 그런다며 국물을 더 달라고 했습니다. 주인아저씨는 흔쾌히 국물을 더 갖다 

주었습니다. 어머니는 주인아저씨가 안 보고 있다 싶어지자 내 투가리에 국물을 

부어주셨습니다. 나는 당황하여 주인아저씨를 흘금거리며 국물을 더 받았습니다. 

주인아저씨는 넌지시 우리 모자의 행동을 보고 애써 시선을 외면해 주는 게 역력

했습니다. 나는 그만 국물을 따르시라고 내 투가리로 어머니 투가리를 툭, 부딪쳤

습니다. 순간 투가리가 부딪치며 내는 소리가 왜 그렇게 서럽게 들리던지 나는 

울컥 치받치는 감정을 억제하려고 설렁탕에 만 밥과 깍두기를 마구 씹어댔습니

다. 그러자 주인아저씨는 우리 모자가 미안한 마음 안 느끼게 조심, 다가와 성냥

갑만한 깍두기 한 접시를 놓고 돌아서는 거였습니다. 일순, 나는 참고 있던 눈물

을 찔끔 흘리고 말았습니다. 나는 얼른 이마에 흐른 땀을 훔쳐내려 눈물을 땀인 

양 만들어 놓고 나서, 아주 천천히 물수건으로 눈동자에서 난 땀을 씻어냈습니다. 

그러면서 속으로 중얼거렸습니다.

  '눈물은 왜 짠가.'
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8. 실수 지수

  이 절에서는 ∈에 대해 lim
→∞


 



 

∞




이고 ∈에 대해  

 

∞




임을 보

이고, 이를 이용하여 실수 지수를 정의한다. 

바탕 1.    이 유계인 증가수열이면 수렴하고 lim  sup 이다.

바탕 2. ≤≤에 대해  ⋯ ≤  ⋯ ≤이다. 

바탕 3. ∈과 ≤≤인 실수 에 대해 

  
 


,   
 


라 하면  ,  이다.  

바탕 4. 두 자연수 과 에 대해 
 



≤ 
 


 
 



이다. 
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1. 정 리. 다음이 성립한다. 

(1) ∈에 대해 
 






≤이다. 

(2)  
 






인 수열  은 수렴한다. 이때   lim

→∞

으로 정의한다. 

증 명 (1) ∈에 관한 수학적 귀납법으로 증명한다.

일 때, ≥인 ∈에 대해 




≤





 



이므로 


 






≤
 





 

  

≤,  

 






≤

이다. 따라서 일 때 성립한다.

일 때, 부등식 
 






≤이 성립한다고 하자.





  





C
 

  






⋅



이므로 
 






에서 의 계수는 



  






이다. 

또 일 때 보인 바에 의해 
 






≤이므로 


 






≤
 








 






≤⋅ 

이다. 따라서 일 때도 성립한다.  

(2) ↑이고 (1)에 의해  ≤이다. 따라서  은 유계인 증가수열이므로 수렴한다. 
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2. 정 리. ∈에 대해 다음이 성립한다. 

(1) 
  






 

 


 ≤


⋅
 







(2) ≥이면 ≤
 






 

 


≤


⋅
 






이다.

(3) 
 









≤ 

 


≤
 






이고 lim

  ∞


 


이다. 

증 명 (1), (2) 바탕 2에 의해 ≤≤인 ∈에 대해 




≤  

  
  ⋯ 

 
C
⋅≤

이므로 

≤




C

≤


⋅



이다. 따라서 



 C

 


 ≤

⋅

 
, ≥이면 ≤


 C

 


≤


⋅

 

이고 
 



 



C
 


이므로 (1), (2)가 성립한다.

(3)  을 (2)에 대입하여 정리하면 


 









≤ 

 


≤
 







이고 압축정리에 의해 lim
  ∞


 


이다. 
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3. 정 리. ∈에 대해   
 


라 하면 다음이 성립한다. 

(1) 수열  은 수렴한다. lim
→∞


 


exp로 놓자. 

이때 exp  이고 정 리 7(3)에 의해 exp 이며, expexp


이다. 

(2) 
 

∞




exp이고 

 



C
 



 





 ≤


exp이다. 

증 명 (1)  일 때는 자명하다. 

이제 일 때  은 수렴함을 보인다. 

정 리 8에 의해  은 증가수열이고 정 리 2(2)와 정 리 1(1)에 의해 ≤인 ∈
에 대해


 


≤
 






≤
 






≤

이므로  은 수렴한다. lim
→∞


 


exp로 놓자. 

또 바탕 2에 의해 

⋅


≤ 

 


≤

이므로 

lim
→∞


 


 lim
→∞
 

 



 




이다. 따라서 

lim
→∞
 

 


 lim
→∞



 



 



exp


 exp

이므로 ∈에 대해  은 수렴한다.

(2) 정 리 1(1)과 정 리 2(1)에 의해  ≤인 ∈에 대해 


 






 

 


 ≤


⋅
 






≤


⋅
  






≤


⋅

이고 lim
→∞



⋅ , lim

→∞


 


exp이므로 
 

∞




 exp이다.

이제 
 






≤exp이므로 

 



C
 



 





 ≤


exp이다. 
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4. 정 리. ∈에 대해 exp 이다. 

증 명   
 



,   
 


 
 





,   
 



이라 하면 바탕 4에 

의해  ≤ ≤이다. 정 리 3(1)에 의해 lim
→∞

 exp이고, 정 리 2(3)에 의해

lim
→∞

 
이며,

lim
→∞

  lim
→∞

 
 



 lim
→∞

 lim
→∞


 


exp⋅exp

이므로 exp 이다.

5. 정 리. ∈에 대해 exp 이다. 

증 명  일 때, exp  이므로 성립한다.  

 일 때,  


(, 는 자연수)에 대해   

  
 


 
 


,    
 


이라고 하자. 이때   
 


 
 





이므로 lim
→∞

  exp
이고  이

다. 

또 정 리 4에 의해 lim
→∞

 
이이므로  

주어진   에 대해 ≥이면 
  인 ∈

가 존재한다. 따라서 ≥인 모든 ∈에 대해 


 

  

이므로 lim
→∞

 
이다. 따라서 exp 이므로 exp 





이다.

 일 때, 이므로 exp

 exp    




이므로 exp 이다. 

6. 정 의. 다음과 같이 정의한다. 

(1) 무리수 에 대해 를  exp로 정의한다. 

(2) 함수   의 역함수를   ln로 나타낸다. 즉    ⇔ ln  이다. 

(3)   , ∈에 대해 를   ln로 정의한다. 

(4)  , ≠에 대해   일 때,  log로 정의한다. 
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7. 정 리. ∈에 대해 lim
→∞


 



 

∞




이다. 

증 명 ∈이면 정 리 5와 정 리 3(2)에 의해 lim
→∞


 



 

∞




이다. 

∈이면 정 의 6(1)과 정 리 3(2)에 의해 lim
→∞


 



 

∞




이다. 

다음 보조정리는 정 리 7을 이용하여 보일 수 있다. 

8. 보조정리. ≤, ln≤ 즉 


≤≤일 때 다음이 성립한다. 

(1) 

≤ ≤                      (2) ≤  

(3) 
ln

≤ ≤ln              (4)  ln≤  

9. 정 리. ∈와 ≠인 양수  및 수열  에 대해 다음이 성립한다. 

(1)  →  ⇔ 
 →     

(2) ,  일 때  →  ⇔ log  → log 이다.     

증 명 (1) 
 


  ln이므로 보조정리 8(1)에 의해 성립한다.  

(2) lnlog log  ln
  ln

 이므로 보조정리 8(3)에 의해 성립한다.  

10. 정 리.  → 이고   → 이면 lim
→∞


 이다. 

증 명 
 

ln이므로 lim
→∞

ln 임을 보이면 된다. 

보조정리 8(4)에 의해 ln≤일 때  ln≤이므로 

ln≤
 

이고 lim
 → ∞


 이므로 lim

→∞

ln 이다. 
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11. 지수법칙.   , ≠,   , 두 실수 와 에 대해 다음이 성립한다.

(1)                   (2)                   (3)  

   

증 명  → ,  → , ∈, ∈라 하자.  

(1) ∈, ∈이므로 
 
 

이고 정 리 9(1)에 의해 
 
 → , 


 →  이므로     이다.  

(2) ∈이므로 
 


이고 정 리 9(1)에 의해 

   , 
 
 → 이므로 

  이다.  

(3) ∈에 대해 (1)에 의해  

 ⋯  ⋯ 이다. 

또     




 이다. 따라서 정수 에 대해   이다.  

∈, ∈,  


에 대해 

 




  


 




 lim
→∞






 lim
→∞


 

이므로  

 lim
→∞


  lim

→∞


  이다.

12. 로그의 성질.   , ≠,   , 실수 에 대해 다음이 성립한다.

(1) ln  lnln    (2) log ln
ln

     (3) ln ln    (4)   ln

증 명 (1)  ln,  ln라 하면  ,    ,    이므로  ln이다. 

(2)  ln,  ln라 하면  ,     









이므로 log ln
ln

이다. 

(3)  log
 ln

ln
이므로 ln ln이다. 

(4) ln


이고 (3)에 의해 ln


 ln이므로   ln이다. 

핵심내용

1. 의 정 의. 지수함수와 로그함수의 정의 및 성질. lim
  ∞


 



  

∞




 

2. 
  






 

 


 ≤


⋅
 






, lim
→∞


 



 

∞






3. 실수 와 ≠인 양수  및 수열  에 대해 다음이 성립한다. 

(1)  →  ⇔ 
 →     

(2) ,  일 때  →  ⇔ log  → log 이다.     

4.  → 이고   → 이면 lim
→∞


 이다. 
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연습문제

1.  는 무리수임을 보여라.

2. 자연수 에 대해 
 






 


⋅


임을 보여라.   

3. 자연수 에 대해 부등식 


 






 

 


이 성립함을 보여라.

4.  
  






,  

 






일 때, lim

→∞

의 값을 구하라.

5.  ,  → ∞에 대해 lim
→∞





 lim
→∞


ln
임을 보여라. 

6. 보조정리 8이 성립함을 보여라.

7. 두 양수 와 에 대해  
 ≤이고  → ∞이면 lim

→∞






임을 보여라.

8. ≠ →이면 lim
→∞





 lim
→∞


ln 
 임을 보여라.

9. 다음 극한값을 구하라.

(1) lim
→∞




                    (2) lim
→∞

















10. 다음 극한값을 구하라. 

(1) lim
→∞


 


                (2) lim
→∞

 



(3) lim
→∞
ln

ln 
ln

        (4) lim
→∞

 



11.  → ∞,  → 일 때, ∈에 대해 lim
→∞

 


임을 보여라.

12. 자연수 과  에 대해 
 



≤ 
 


임을 보여라. 

☆13.  



,    ⋯ 이면 lim

→∞

≠임을 보여라.

☆14. ≤일 때, 다음이 성립하기 위한 필요충분조견을 구하라.

(1) lim
→∞

 ⋯  ∞         (2) lim
→∞

 ⋯   
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수열을 이용한 지수의 정의

1. 보조정리.  → 이면 다음을 만족시키는 두 수열  과  이 존재한다. 

 ↑, ↓, ∈, ∈,   

증 명  sup  
∞ ,  ,  


이라 하자. 

이때 ∈  이다. 또  → 이므로 ↓,  , ↓이다.  

따라서  에서 ∈를 택하면 

   ≤,   

이므로 ↑,  이다. 

또  에서 ∈를 택하면 같은 방법으로 ↓,  이다. 

2. 보조정리.   ,  , ∈,  →이면 
 →이다. 

증 명   인 경우만 보인다. 




↓이므로 주어진   에 대해 ≥인 모든 ∈에 

대해  




  인 ∈가 존재한다. 

따라서 ∈,   


이면   




이므로  




 이다. 

이제  →이므로 인 모든 ∈에 대해   


인 자연수 이 존재한다. 

따라서   인 모든 ∈에 대해 
 





 이므로 
 →이다.  

3. 정 리.   ,  → ,  → , ∈, ∈이면 수열 〈〉과 〈〉은 같은 값

으로 수렴한다.

증 명   인 경우만 보인다. 보조정리 1에 의해 

↑, ↓, ∈, ∈,   
↑, ↓, ∈, ∈,   

인 수열  ,  과  ,  이 존재하고, 
 

 
 , 

 
 

이다. 

또 〈〉, 〈〉은 유계인 증가수열, 〈〉, 〈〉은 유계인 감소수열이므로 수렴한다. 

이때 
→, 

→, 
→, 

→라 하면 


 


 , 

 

 , 

 

 

이고 보조정리 2에 의해 


  →, 

  →, 
 →

이므로 , , 이다.

그런데 
 

 
 , 

 
 

이므로 압축정리에 의해 
→, 

→이다. 
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4. 정 의. (1)   , ∈에 대해  을 정 리 3의 공통된 값으로 정의한다. 

(2)  , ≠에 대해   일 때,  log로 정의하고, ln  log  이다. 

5. 지수법칙.   , ≠,   , 두 실수 와 에 대해 다음이 성립한다.

(1)                   (2)                   (3)  

   

증 명 ∈, ∈,  ,  , ↑, ↑라 하자.  

(1)    lim
→∞


⋅lim

→∞


  lim

→∞


  

(2)   lim
→∞


  lim

→∞


 
  lim

→∞


 lim
→∞


  

(3) ∈에 대해 (1)에 의해  

 ⋯  ⋯ 이다. 

또     




 이다. 따라서 ∈에 대해   이다.  

 

∈(와 는 서로소)에 대해 

 




  


 




 lim
→∞






 lim
→∞


 

이므로  

 lim
→∞


  lim

→∞


  이다.

6. 로그의 성질.   , ≠,   , ∈에 대해 다음이 성립한다.

(1) ln  lnln    (2) log ln
ln

     (3) ln ln    (4)   ln

증 명 (1)  ln,  ln라 하면  ,    ,    이므로  ln이다. 

(2)  ln,  ln라 하면  ,     









이므로 log ln
ln

이다. 

(3)  log
 ln

ln
이므로 ln ln이다. 

(4) ln


이고 (3)에 의해 ln


 ln이므로   ln이다. 
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∞




을 이용한 지수의 정의

1. 정 리. ∈에 대해  
 






인 수열  은 수렴한다. 

이때  exp lim
→∞

 
 

∞




, exp 로 정의한다. 

증 명  로 놓자. 주어진   에 대해 
 
 
 

인 ∈가 존재한다.   

≥인 ∈에 대해 




≤





⋅


⋅⋯⋅


≤


⋅
 
 

≤


⋅
 
 

이므로 ≤≤인 , ∈에 대해  


  






≤




  




 
 



 
 
 

이다. 따라서 ≥이면 

 ≤
  








 
 
 

 

이므로  은 Cauchy가 되어 수렴한다. 
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2. 보조정리. 두 실수 , 에 대해 expexp exp이다.  

증 명  
 






,  

 






,  

 






, 
 





 






 




라 하면 

≤≤일 때  
  



 ,  ≤≤일 때   
   



  

이므로 다음이 성립한다. 

[1]  
 




  









  

 



 
   









   

[2] ≤≤일 때 
  









   



  



C
   




[3] ≤≤일 때

 
   









  ≤

  








    


  



C
 



[4]  ≤ 
 







이제  로 놓자. ≥, ≤≤에 대해 




≤





⋅


⋅⋯⋅


≤


⋅
 
 

≤


⋅
 
 

이므로


 






≤




  




 
 



 
 
 

이다. 따라서 lim
→∞


 






이고, 

lim
→∞

 exp, lim
→∞

 exp, lim
→∞

 exp

이므로 expexp exp이다. 
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3. 보조정리. ∈와 ∈에 대해 exp exp이다. 

증 명 exp  이고, expexp exp이므로 수학적 귀납법에 의해 ∈
에 대해 exp exp, exp 이다. 또 

 exp exp expexp expexp

이므로 expexp


 exp이다. 

따라서 ∈에 대해 exp exp이다. 이제 ∈, ∈,  


에 대해 

exp exp exp exp

이므로 exp exp




 exp이다. 

특히  일 때, exp 이므로 exp 이다.

4. 정 의. 다음과 같이 정의한다. 

(1) ∈에 대해  exp로 정의한다. 

(2)    ⇔  ln  

5. 정 리. ∈, 두 양수 와 , ∈에 대해 다음이 성립한다. 

(1)  exp  (2)      (3)   

  (4) ln  lnln  (5) ln 


 lnln

증 명 (1) ∈이면 보조정리 3에 의해  exp이고 ∈이면 정 의 4(1)에 의

해  exp이다. 

(2) 보조정리 2와 정 의 4(1)에 의해 자명하다.

(3) 보조정리 3과 정 의 4(1)에 의해 자명하다.

(4)  ln,  ln라 하면  ,    ,    이므로  ln이다. 

(5)  ln,  ln라 하면  ,    , 

 ⋅


   이므로  ln 


이다. 

6. 보조정리. 양수 와 ∈에 대해  ln 이다. 

증 명 보조정리 3에 의해  ln  ln

이고 정 의 4(2)에 의해 ln 이므로  ln 이다.
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7. 정 의. ∈와 양수 에 대해 다음과 같이 정의한다. 

(1) ∈에 대해   ln로 정의한다. 

(2) ≠에 대해    ln일 때  log로 정의한다.

8. 정 리. ∈와   , ≠,   ,  에 대해 다음이 성립한다.

(1)   ln          

(2) ln ln       

(3)  

         

(4) log ln
ln

   

(5) log   log log        

(6)                  

(7)   

증 명  (1) ∈이면 보조정리 6에 의해   ln이고 ∈이면 정 의 7(1)에 의해 

  ln이다. 

(2) ln  ln ln ln

(3)  



 ln  ln 

(4)  log라 하면   이므로 ln   ln ln이다. 따라서 log ln
ln

이다. 

(5) log  ln
ln

ln

ln ln
ln

ln
ln

ln
 log log  

(6)   ln  ln ln  ln ln  

(7)   ln ln ln  ln ln  ln ln 



- 77 -

읽을거리

프란치스코 교황의 권고문에서 

  

  인류는 지금 역사적 전환점을 겪고 있는 중입니다. 그것은 우리가 많은 

분야에서 일어나고 있는 진전으로부터 확인할 수 있습니다. 우리는 건강관리와 

교육 그리고 통신과 같은 영역에서 복지를 개선하기 위한 조치가 행해지고 있는 

것에 대해서는 찬양할 수 있습니다. 동시에 우리는 우리와 동시대를 살고 있는 

대다수 사람이 하루하루를 근근이 살아가면서 비참한 상황에 처해 있다는 사실을 

기억해야 합니다. ⋯⋯ 삶의 기쁨은 사라지고, 타인에 대한 존중의 결여와 폭력 

및 불평등이 눈에 띄게 증가하고 있습니다. 이것은 살기위한 투쟁, 흔히는 

최소한의 품위도 없는 삶을 살기 위한 투쟁입니다. 

  ‘살인하지 말라’는 계명이 인간생명의 가치를 보호하기 위해서 분명한 한계를 

설정한 것처럼, 오늘날 우리는 배제와 불평등의 경제에 대해 ‘그러지 말라’고 

말해야 합니다. 늙은 노숙자가 추위 속에 죽는 것은 뉴스가 되지 않고, 

증권시장의 지수가 2포인트 내려간 것은 큰 뉴스가 되고 있습니다. 어떻게 이런 

일이 있을 수 있을 까요? 이것은 배제의 경우입니다. 사람이 굶어 죽어가고 있는 

데 음식이 버려지고 있는 것을 우리는 계속 구경만 할 수 있을 까요? 이것은 

불평등의 경우입니다. 

  소수의 소득이 기하급수적으로 증가하는 동안, 그 행복한 소수가 즐기는 

번영으로부터 다수를 갈라놓는 간극도 기하급수적으로 증가하고 있습니다. 이 

불균형은 시장의 절대적 자율성과 금융투기를 옹호하는 이데올로기의 

결과입니다. ⋯⋯ 그렇게 하여 새로운 독재가 태어났습니다. 이 독재는 보이지 

않고 종종 가상적이지만, 그자신의 법칙과 룰을 무자비하게 강요합니다. ⋯ 

권력과 소유에 대한 갈망은 한계를 모릅니다. 이윤의  증가에 방해가 되는 것은 

모조리 집어삼키는 경향이 있는 이 시스템에서는 환경과 같은 취약한 것은 

무엇이든지 유일한 지배자인 신격화된 시장의 이해관계 앞에서 무방비 상태가 

됩니다. 

  돈은 봉사해야지 돈이 지배해서는 안 됩니다. 교황은 부유한 이든 가난한 이든 

똑같이 사랑합니다. 그러나 그는 부자는 빈자를 돕고, 존경하고, 

끌어올려야한다는 것을 그리스도의 이름으로 상기시킬 의무가 있습니다. 나는 

여러분이 너그러운 연대를 맺고, 경제학과 금융이 인간에게 혜택을 주도록 

윤리적 접근방식을 회복할 것을 권고합니다. 
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9. 함수의 극한

 이 절에서는  를 이용하여 함수의 극한을 정의하고, 기본성질을 알아본다.

이절에서 는 공집합이 아닌 실수의 부분집합이다.

0. 바탕내용

바탕 1. 수열    와 실수 ∈에서, 임의의 양수  에 대해 

이면     인 자연수  

가 존재하면 수열   은 로 수렴한다 하고, lim
→∞

  또는  → 로 나타낸다.

또    가 로 수렴하지 않으면   ↛ 로 나타낸다.

바탕 2. 수렴하는 수열은 그 극한이 유일하다.

바탕 3.  → ,  → , ∈이면 다음이 성립한다. 

(1)  →    (2) ⋅ → ⋅   (3) 


→ 


(단, ≠이고 ≠ )

바탕 4(압축정리). 모든 ∈에 대해  ≤  ≤  인 수열   ,   ,   에서 

 → ,  → 이면  → 이다. 

바탕 5. 모든 수열은 단조부분수열을 가진다.

바탕 6. Bolzano-Weierstrass정리. 유계 수열은 수렴하는 부분수열을 가진다.

1. 정 의. ⊂와 ∈에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) 각각의 주어진   에 대해 

∩ ≠∅

이면 를 의 집적점(accumulation point)이라 한다.

(2) 의 집적점 전체집합을  ′로 나타낸다.

2. 보 기.     이면  ′∅,   이면  ′  ,   ∩이면 

 ′  ,  

 ∈ 이면  ′, 이면  ′이다.
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3. 정 리. ⊂와 ∈에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 가 의 집적점이다.

(2) ∈, ≠,  → 인 수열  이 존재한다.

증 명 (1 ) ⇒ (2) 각 ∈ 에 대해   


라 하면  

∩ ∩ 

 

 ≠∅
이다. 따라서 

∈ 

 

 ∩  즉,      


인 ∈이 존재한다. 이 수열   이 조건을 만족시킨다.

(2) ⇒ (1) 주어진   에 대해 ≥인 모든 ∈에 대해 

   

인 ∈가 존재한다. 따라서 

∈∩ ≠∅
이므로 는 의 집적점이다. 

4. Bolzano-Weierstrass 정리. ⊂가 유계인 무한집합이면 는 집적점을 가진다.

증 명 가 유계인 무한집합이면   
∞ ⊂,  ⇔  인 수열  이 존재

한다. 따라서 바탕 6에 의해 수렴하는 부분수열  가 존재하고  → 라 하면 

∈ ′이다. 

5. 정 리. 집합 ,  ⊂ 에 대해 ′∪ ′ ∪′이다.

증 명1

∈∪′ ⇔ 임의의   에 대해 ∪∩ ≠∅

           ⇔ 임의의   에 대해 ∩ ∪∩ ≠∅

           ⇔ 임의의   에 대해 ∩ ≠∅ 

               또는 임의의   에 대해 ∩ ≠∅

           ⇔ ∈′ 또는 ∈ ′
           ⇔ ∈′∪ ′ 또는 ∈ ′
증 명2 집적점의 정의에 의해  ⊂ 이면  ′⊂ ′이므로 ′∪ ′ ⊂ ∪′이다. 한편 

∈ ∪′이면 ∈∪, ≠,  → 인 수열   이 존재하므로 

⊂  또는 ⊂ 

인   의 부분수열   이 존재한다. 따라서  

∈′  또는 ∈ ′
이므로 ∈′∪ ′이다. 
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6. 정 의. ⊂, 함수    → , ∈ ′, ∈에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) 임의의   에 대해 

    , ∈이면    

인 양수  가 존재하면  에서  의 극한(limit)이 존재한다고 한다. 이 때, 을 

 에서  의 극한값이라고 하며 이것을 기호로는 

lim
→

 

로 나타낸다.

(2) 임의의 양수 에 대해

    , ∈이면    

인 양수  가 존재하면  에서 는 ∞로 발산한다고 하고, 이것을 기호로는 

lim
→

 ∞

로 나타낸다.

(3)  가 유계가 아닐 때, 임의의   에 대해 

  , ∈이면      

인 양수 가 존재하면 ∞에서 의 극한이 존재한다고 한다. 이 때, 을 

∞에서 의 극한값이라고 하며 이것을 기호로는 

lim
→∞

 

로 나타낸다.

(4) 같은 방법으로 lim
→∞

 , lim
→∞

 ∞등도 정의한다.

7. 정 리.  : ‘    , ∈이면    ’라 하면 다음은 서로 동치이다. 

(1) 임의의   에 대해 인  가 존재한다.

(2) 임의의    에 대해 인  가 존재한다.

(3) 임의의    에 대해 인   가 존재한다.

(4) 임의의   에 대해 인   가 존재한다.
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8. 보 기. (1) 함수    → ,     는  에서 극한이 2 이다.

풀 이.  임의의   에 대해     로 택한다. 이때

      이면           이다.  

따라서   에서 극한이 존재하고, lim
→

    이다.

(2) 함수    → ,     는  에서 극한이 이다.

풀 이. 주어진   에 대해       이면      인   를 찾으면 된다. 

 


로 놓자. 이때       이면       이므로 lim

→

    이다.

(3) 함수    → ,     은  에서 극한이 이다.

풀 이. 주어진   에 대해       이면     인   를 찾으면 된다. 
 ≤ 이면  ≤  ≤ 이므로  ≤  ≤ 이다. 따라서 

    ≤ ⋅

이므로   min 
 이면        이다. 

(4) 함수    → ,     는  에서 극한이 이다.

풀 이.     


≤  이므로    이면     이다. 

(5) 함수    → ,     은  에서 극한이  이다.

풀 이. 주어진   에 대해       이면       인   를 찾으면 된

다. 

      ≤    

이므로 min
 이고   이면     이다. 

(6) 함수    → ,     는   ≥에서 극한이  이다.

풀 이. 일반적으로 ≤ 에 대해 

≤

이므로   ≤이다. 

따라서 주어진   에 대해   이고   이면    이다. 
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    다음 정리는 함수의 극한을 수열의 극한으로 바꾸어 준다.

9. 정 리. ⊂,    → , ∈ ′, ∈, ≠, ∈에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1)  에서  의 극한이 존재하고 lim
→

    이다.

(2)  → 이면    → 이다. 

(3)  이  → 인 단조수열이면    → 이다.

증 명 (1) ⇒ (2) 임의의   에 대해 

    , ∈이면    

인 양수  가 존재한다. 또  → 이므로 앞에서 찾은 에 대해 

  이면   

인 ∈가 존재하고 ≠이므로     이다. 

따라서   이면      이므로    → 이다.

(2) ⇒ (3) 자명하다.  

(3) ⇒ (1) 대우가 참임을 보인다. 즉, 

lim
→

  ≠ 이면  → 이지만    ↛ 

인 단조수열  이 존재함을 보이면 된다.

 lim
→

  ≠ 이면 다음을 만족시키는 적당한   이 존재한다. 

‘모든    에 대해     , ∈이지만   ≥  인 가 존재한다.’

이제  


로 잡으면     


이지만   ≥ 인 ∈이 존재한다. 

따라서 바탕 5에 의해  → 인  의 단조부분수열  가 존재하고  ↛ 

이다. 

10. 정 리. 함수    → , ∈ ′, ∈, ≠에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) lim
→

   ∞

(2)  → 이면    → ∞이다. 

(3)  이  → 인 단조수열이면    → ∞이다.

11. 정 리. 함수    → 와 ∈에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) lim
→∞

    

(2)  → ∞이면    → 이다.

12. 정 리. 함수    → 에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) lim
→∞

    ∞

(2)  → ∞이면    → ∞이다.
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13. 보 기. 함수    → ,   sin


에서 ∈′ 이다. 

  
 
 

이면 lim
→∞

 이고 lim
→∞

  이다. 한편,   
 



이면 

lim
→∞

 이지만  lim
→∞

  이다. 따라서  에서  의 극한이 존재하지 않는다.

  바탕 2와 정 리 9에 의해 다음이 성립한다.

14. 정 리. 함수    → 와 집적점 ∈ ′에 대해  에서 의 극한값이 존재

하면 그 극한값은 유일하다.

  두 실수 와 에 대해 작지 않은 수를 max , 크지 않은 수를 min 라 하면 

max  


이고 min  


 이다. 따라서

max max    min min    

라 하면 바탕 3과 정 리 9에 의해 다음이 성립한다.

15. 정 리. 상수  와 두 함수    → ,    →  및 집적점 ∈ ′에 대해 극한

값 lim
→

 , lim
→

 이 각각 존재하면 다음이 성립한다. 

(1) lim
→

   lim
→

  lim
→

 

(2) lim
→

  lim
→

 

(3) lim
→

 ·  lim
→

 ·lim
→

 

(4) lim
→


 
lim

→

 

lim
→

 

(단,  ≠ lim
→

 ≠)

(5) lim
→

   lim
→

 

(6) lim
→

max   maxlim→  lim→ 
(7) lim

→

min   minlim→  lim→ 

   바탕 4와 정 리 9에 의해 다음이 성립한다.

16. 정 리. 세 함수    → ,    → ,    →  및 집적점 ∈ ′에서, 모

든 ∈에 대해  ≤ ≤이고 lim
→

  lim
→

 이면 lim
→

 이다.
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17. 정 의. 함수    → 와 ∈에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) 가 ∩ ∞의 집적점이고 임의의   에 대해 

    , ∈이면    

인 양수  가 존재하면  에서  의 우극한이 존재한다고 한다. 이 때, 을 

 에서  의 우극한이라고 하며 이것을 기호로는 

lim
→



 

로 나타낸다. 앞으로 이 을  로 표시한다. 

(2) 가 ∩∞ 의 집적점이고 임의의   에 대해 

    , ∈이면    

인 양수  가 존재하면  에서  의 좌극한이 존재한다고 한다. 이 때, 을 

 에서  의 좌극한이라고 하며 이것을 기호로는 

lim
→



 

로 나타낸다. 앞으로 이 을  로 표시한다. 

18. 정 리. 함수    → , ∈ ∩ ∞ ′∩∩∞  ′, ∈에 대해 다음은 

서로 동치이다.

(1)  에서  의 극한이 존재하고 lim
→

    이다.

(2)  에서  의 좌극한과 우극한이 존재하고 lim
→



    lim
→



    이다.

19. 정 리. 함수    → , ∈ ∩ ∞ ′, ∈에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1)  에서  의 우극한이 존재하고 lim
→



    이다.

(2) ∈,   ,  → 이면    → 이다. 

(3) ∈,   ,  ↓ 이면    → 이다. 

20. 정 리. 함수    → , ∈ ∩∞ ′, ∈에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1)  에서  의 좌극한이 존재하고 lim
→



    이다.

(2) ∈,   ,  → 이면    → 이다. 

(3) ∈,   ,  ↑ 이면    → 이다. 
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핵심내용

1. 집적점,  를 이용한 극한의 정의

 lim
→

  , lim
→

 ∞ , lim
→∞

  , lim
→



  , lim
→



 

2. 집적점과 수열과의 관계 및 ′∪ ′ ∪′

3. Bolzano-Weierstrass 정리. 유계인 무한집합은 집적점을 가진다.

4. 함수    → , ∈ ′, ∈, ≠, ∈∪±∞에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) lim
→

    

(2)  → 이면    → 이다. 

(3)  이  → 인 단조수열이면    → 이다.

5. 함수    → 와 ∈∪±∞에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) lim
→∞

    

(2)  → ∞이면    → 이다.

6. 상수  와 두 함수    → ,    → 에 대한 

, , , 


(단, ≠),  , max , min

의 극한에 대한 성질 

7. 함수의 극한에 대한 압축정리
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연습문제

1. 다음 각 집합에 대해  ′ 를 구하라.

(1)  

  ∈                 (2)  


 ∈   

(3)  

  ∈                  (4)  


 ∈ ∈ 

(5)                       ☆(6)   

2. 집합  ⊂ 에 대해 다음을 보여라. 

(1)  ′ ⊂   ′                   (2)  ′′ ⊂  ′

3. ′이 가산무한집합이고  ⊂ 인 를 하나 구하라.  

4. 집합    
 

∞





 ∈ 에 대해  ′를 구하라. 

5.  
  







 ∈  ∈ ,   


 


 ,   

∈
이다.  

(1) 는 가산집합임을 보여라.   

(2)  ⊂′임을 보여라.   

(3) ′ 는 비가산집합임을 보여라. 

(4) 
∈

  

∞

 임을 보여라.      

(5) ≠
  

∞

 임을 보여라. 

6. 를 이용하여 다음을 증명하라.

(1) lim
→

     (2) lim
→

     (3) lim
→

        (4) lim
→



 

7. 함수    → 가 lim
→

   이면 lim
→

 sin


 임을 보여라.

8. 함수   
  가 유리수
  가 무리수,   sin에 대해 lim

→


 
 임을 보여라.
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9. 함수    → 에서 lim
→

 가 존재하면 lim
→

  lim
→

 임을 보여라.

10. 함수    → 에서 lim
→

   이다. 이때     이면    인 

   가 존재함을 보여라. 

11. 두 함수    → ,    → 에서 lim
→

  , lim
→

 이다. 

(1) lim
→

 ≠인 , 를 구하라.  

(2) 가 일대일이면 lim
→

 임을 보여라.

12.  를 이용하여 정 리 14, 정 리 15, 정 리 16을 증명하라. 

☆13. 함수    ∞ →  ∞가 ≥에 대해  ≤≤
을 만족시킬 

때, 다음 물음에 답하라.  

(1) 가 증가함수이면 극한 lim
→∞
ln

ln ln
이 존재함을 보여라.  

(2) 가 연속함수이면 극한 lim
→∞
ln

ln ln
이 존재함을 보여라. 

(3) sup  ≤≤이면 극한 lim
→∞
ln

lnln
이 존재함을 보여라. 

(4) 극한 lim
→∞
ln

lnln
이 존재하지 않는 가 존재함을 보여라. 
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읽을거리

죽으면서 태어나라

법정 스님

우리는 날마다 죽으면서 다시 태어나야 한다.

만일 죽음이 없다면 삶 또한 무의미해질 것이다.

삶의 배후에 죽음이 받쳐 주고 있기 때문에

삶이 빛날 수 있다.

삶과 죽음은 낮과 밤처럼 서로 상관관계를 갖는다.

영원한 낮이 없듯이 영원한 밤도 없다.

낮이 기울면 밤이 오고 

밤이 깊어지면 새날이 가까워진다.

이와 같이 우리는 순간순간 죽어 가면서 다시 태어난다.

그러니 살 때는 삶에 전력을 기울여 뻐근하게 살아야 하고,

일단 삶이 다하면 미련 없이 선뜻 버리고 떠나야 한다.

열매가 익으면 저절로 가지에서 떨어지듯이,

그래야 그 자리에서 새로 움이 돋는다.

순간순간 새롭게 태어남으로써

날마다 새로운 날을 이룰 때,

그 삶에는 신선한 바람과 향기로운 뜰이 마련된다.

우리는 어디서 와서 어디로 가는 나그네인지

매 순간 살펴보아야 한다.
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10. 함수의 연속

 이 절에서는  를 이용하여 함수의 연속을 정의하고, 기본성질을 알아본다.

이절에서 와 는 공집합이 아닌 실수의 부분집합이다.

0. 바탕내용

바탕 1. 모든 수열은 단조부분수열을 가진다.

바탕 2. 상수  와 두 함수    → ,    →  및 집적점 ∈ ′에 대해 극한값 

lim
→

 , lim
→

 이 각각 존재하면 다음이 성립한다. 

(1) lim
→

    lim
→

  lim
→

        

(2) lim
→

 ·  lim
→

 ·lim
→

 

(3) lim
→


 
lim

→

 

lim
→

 

(단,  ≠ lim
→

 ≠)    (4) lim
→

   lim
→

 

1. 정 의. ⊂일 때, 함수    → , ∈에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) 임의의   에 대해 
  , ∈이면     

인 양수  가 존재하면, 즉 lim
→

 이면  에서 는 연속(continuous at 

 )이라 하고, 연속이 아니면 불연속(discontinuous at  )이라고 한다.

(2) 가 모든 점 ∈에서 연속이면 는 에서 연속(continuous on  )이라고 한다. 

2. 보 기. (1) 함수    → ,   는 각 ∈에 대해 
    

이다.  주어진   에 대해   로 놓자. 이때   이면     이므로  

는 에서 연속이다.  

(2) 함수    → ,    가  에서 연속임을 보이기 위해서는  각 ∈ 와 주어

진   에 대해      이면       인   를 찾으면 된다. 

      ≤    

이므로 min
 이고   이면     이다. 
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  연속의 정의의 대우를 택하면 다음과 같다.

3. 정 리. ⊂일 때, 함수    → , ∈에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 는  에서 연속이 아니다.

(2) 다음을 만족시키는 양수 이 존재한다.

 ‘임의의 양수 에 대해   이지만    ≥  인 ∈ 가 존재한다.’

4. 정 리. 함수    → , ∈ , ∈,  → 에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 는  에서 연속이다.

(2) lim
→∞

    

(3)  이 단조수열이면    →  이다.

증 명 (1) ⇒ (2) 임의의   에 대해 
  , ∈이면    

인 양수  가 존재한다. 또  → 이므로 앞에서 찾은 에 대해 

  이면   

인 자연수 가 존재한다. 따라서   이면     이므로    →  이다.

(2) ⇒ (3) 자명하다.  

(3) ⇒ (1) 대우가 참임을 보인다. (2) ⇒ (3) 자명하다.  

(3) ⇒ (1) 대우가 참임을 보인다. 즉, 

lim
→

  ≠ 이면  → 이지만    ↛ 

인 단조수열  이 존재함을 보이면 된다.

 lim
→

  ≠ 이면 다음을 만족시키는 적당한   이 존재한다. 

‘모든    에 대해   , ∈이지만   ≥  인 가 존재한다.’

이제  


로 잡으면   


이지만   ≥ 인 ∈이 존재한다. 

따라서 바탕 1에 의해  → 인  의 단조부분수열  가 존재하고 

 ↛ 이다. 

5. 정 리. 두 함수    → ,    → 에서  가  에서 연속,  가  에

서 연속이면  ∘도  에서 연속이다.

증 명 → , ∈인 수열  에 대해  가  에서 연속이므로   →  

이다. 또  가  에서 연속이므로    이   로 수렴한다. 따라서 

   →   이므로 ∘ 도  에서 연속이다.
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6. 보 기. 함수    → ,    ∈ ∉
는  가 유리수이면 lim  , 

∈ 인 수열이 존재하고 lim   ≠  이므로  에서 불연속이다. 마찬가지

로 무리수에서도 불연속이다.

 바탕 2와 정 리 4에 의해 다음 정리가 성립한다.

7. 정 리. 두 함수    → 와    → 가  에서 연속이고 가 실수이면 함수 

, , , 


(단, ≠),  , max , min

도  에서 연속이다. 

8. 정 리. 다음 함수     → 는 무리수에서 연속, 유리수에서 불연속이다.

  













   

 
 는 기약분수

  가 무리수

증 명 ∈   가 유리수이면

lim
→∞

 , ∈∩
인 수열이 존재하고

lim
→∞

  ≠ 

이므로   에서 불연속이다. 

∈   가 무리수이고    이 주어졌다고 하자.  

  인 자연수  을 택한다. 

 에 속하는 기약분수 


로  ≤ 인 것의 집합 

    

 


 


 


 


 ⋯ 


 ⋯

 
 은 유한집합이다. 이제 

  min      ∈ 
라 하자. 기약분수 

 ∈  가 

    이면   이다. 

따라서       , ∈  이면 

          


 

이 성립하므로  는 무리수에서 연속이다. 
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9. 정 의. 함수    → , ∈에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) 임의의   에 대해 

 ≤   , ∈이면     

인 양수  가 존재하면  에서  는 오른쪽 연속이라고 한다.

(2) 임의의   에 대해 

 ≤   , ∈이면     

인 양수  가 존재하면  에서  는 왼쪽 연속이라고 한다.

10. 정 리. 함수    → , ∈에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 는  에서 연속이다.

(2) 는  에서 왼쪽 연속이고 오른쪽 연속이다.

11. 정 리. 함수    → , ∈ , ∈에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 는  에서 오른쪽 연속이다.

(2)  → ,  ≥이면    →  이다.

(3)  ↓ 이면    →  이다.

12. 정 리. 함수    → , ∈ , ∈에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 는  에서 오른쪽 연속이다.

(2)  → ,  ≤이면    →  이다.

(3)  ↑ 이면    →  이다.
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핵심내용

1.  를 이용한 연속, 왼쪽 연속, 오른쪽 연속의 정의

2. 함수    → , ∈ , ∈,  → 에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 는  에서 연속이다.

(2) lim
→∞

    

(3)  이 단조수열이면    →  이다.

3. 두 함수    → ,    → 에서  가  에서 연속,  가  에서 연속

이면  ∘도  에서 연속이다.

4. 두 함수    → ,    → 가  에서 연속이고 가 상수이면 다음 함수도 

 에서 연속이다.  

, , , 


(단, ≠),  , max , min

5. 무리수에서만 연속인 함수     → 가 존재한다.
 즉, 다음 함수     → 는 무리수에서 연속, 유리수에서 불연속이다.

  













   

 
 는 기약분수

  가 무리수



- 94 -

연습문제

1. 를 이용하여 다음 함수    → 가 에서 연속임을 보여라. 

(1)               (2)            (3)  

2. 함수    → ,  ,  sin


(≠)은  에서 연속임을 보여라.

3. 두 함수 ,    → 가 에서 연속이고     이면   임을 보여라. 

4. 함수    → ,   
  가 유리수
  가 무리수의 연속인 점을 모두 구하라.

5.  ∪이고 함수    → 가 연속이다. 

(1)    → ,   인 연속함수  가 존재함을 보여라.  

(2) 가 일대일이면 도 연속이고 일대일인 것으로 구할 수 있는가?

6.  를 이용하여 정 리 5를 증명하라.  

7.  를 이용하여 정 리 7을 증명하라. 

8.  에서 연속이고, 다음을 만족시키는 함수    → 을 각각 모두 구하라. 

(1)                  (2)        

(3)             (4)     

  

☆9. 다음을 만족시키는 함수    → 을 각각 모두 구하라.

(1)                (2)    

☆10. 함수    → 가 서로소인 자연수 와 정수 에 대해  
 sin


이다. 

(1) 무리수 에 대해  일 때,  가 연속인 점을 모두 구하라.  

(2) 무리수 에 대해  일 때,  가 연속인 점을 모두 구하라.  
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읽을거리

안으로 충만해지는 일

법정 스님

안으로 충만해지는 일은
밖으로 부자가 되는 일에 못지 않게
인생의 중요한 몫이다.
인간은 안으로 충만해질 수 있어야 한다.

아무 잡념 없이 기도를 올릴 때
자연히 마음이 넉넉해지는 것을 느낀다.
그때는 삶의 고민 같은 것이 끼어들지 않는다.
마음이 넉넉하고 충만하기 때문이다.

겉으로는 번쩍거리고 잘사는 것 같아도
정신적으로는 초라하고 궁핍하다.
크고 많은 것만을 원하기 때문에
작은 것과 적은 것에서 오는
아름다움과 살뜰함과 고마움을 잃어버렸다.

행복의 조건은 무엇인가.
아름다움과 살뜰함과 고마움에 있다.
나는 향기로운 차 한 잔을 통해
행복을 느낄 때가 있다.

내 삶의 고마움을 느낄 때가 있다.
산길을 가다가 무심히 피어 있는
한 송이 제비꽃 앞에서도
얼마든지 나는 행복할 수 있다,
그 꽃을 통해
하루의 일용할 양식을 얻을 수 있다.

또 다정한 친구로부터 들려오는 목소리,
전화 한 통을 통해서도 나는 행복해진다.

행복은 이처럼 일상적이고 사소한 데 있는 것이지
크고 많은데 있지 않다.

마음이 충만한 사람은 행복하다.
하늘나라가 그들의 것이다.
남보다 적게 갖고 있으면서도
그 단순함 속에서 아무 부족함 없이
소박한 기쁨을 잃지 않는 사람이야말로
청빈의 화신이다.
또 진정으로 삶을 살 줄 아는 사람이다.
그 어떤 어려운 상황에서도 
생의 소박한 기쁨을 잃지 않는 것
그것이 바로 삶을 살 줄 아는 것이다.
그것은 모자람이 아니고 가득 참이다.
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11. 연속함수의 성질

   이 절에서는 최대최소의 정리와 사이값 정리 등 연속함수의 성질을 알아본다.

이절에서 는 공집합이 아닌 실수의 부분집합이다.

0. 바탕내용

바탕 1. 함수    → , ∈에서, 임의의   에 대해 
   ∈ 이면     

인 양수  가 존재하면, 즉 lim
→

 이면  에서 는 연속이라 하고,

가 모든 점 ∈에서 연속이면 는 에서 연속이라고 한다. 

바탕 2(Bolzano-Weierstrass 정리). 유계 수열은 수렴하는 부분수열을 가진다.

바탕 3. 함수    → , ∈ , ∈,  → 에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1) 는  에서 연속이다.

(2) lim
→∞

    

(3)  이 단조수열이면    →  이다.

바탕 4.  ↛ 이면  ≥ 인 부분수열  와   이 존재한다. 
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1. 정 의. 함수    → ,  ⊂ 에서    ⊂    인 양수 이 존재하면 가  

에서 유계라고 한다. 이때    sup  ∈로 나타낸다. 

2. 보조정리. 함수     → 가 연속이면 는   에서 유계이다.

증 명  가  에서 유계가 아니라면 각 자연수 에 대해 
    

인 ∈   가 존재한다. 

 그런데 수열   은 유계이므로 바 탕2에 의해 수렴하는 부분수열    을 가진

다.  → 라 하면  ≤ ≤ 이므로  ≤  ≤ 이다. 또 가  에서 연속이므로 

 
 →  이다. 따라서    이 유계이므로 모순이다.  

3. 정 리. 함수     → 가 연속이면  는  에서 최댓값과 최솟값을 갖는다.  

즉 모든 ∈  에 대해   ≤   ≤   인  ∈  가  존재한다.

증 명  가  에서 최댓값을 가짐을 보인다. 

는  에서 유계이므로 sup  로 놓자. 이제   인 ∈   가 존재

함을 보이면 된다. 

sup  이므로 각 자연수 에 대해 

 


     

인 ∈   이 존재하고 

   → 

이다. 그런데 수열   은 유계이므로 바탕 2에 의해 수렴하는 부분수열    을 

가진다.  → 라 하면  ≤  ≤ 이므로  ≤  ≤ 이다. 또 가  에서 연속이

므로    →  이다. 따라서   이다.  

또 위에서 보인 바에 의해  가  에서 최댓값을 가지므로 는 최솟값을 갖는다.
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4. 사이값정리. 함수 가  에서 연속이고       이면  이고 

  인 가 존재한다.

증 명 

 ,  ,  



로 놓고 

  

이면   으로 택한다.

  ≠이면       또는     이다. 

    이면  ,  
    이면  ,  

라 하고, 

 



라 하자. 이때  ≤ ≤ ≤이고         이다. 

  이면    로 택한다.   ≠이면       또는     이다.

    이면  ,  
    이면  ,  

라 하고, 

 



라 하자. 이때  ≤ ≤≤≤≤이고         이다.   이면 

  로 택한다.  

이 과정을 되풀이하여 , , 를 잡고   이면   로 택한다. 

모든 에 대해   ≠이면 

 , ↑, ↓,  
 


,         

이므로 두 수열  과  은 같은 값으로 수렴한다.  →  ← 라고 하자. 

 가 연속이므로 

   →   ≤ ,    →   ≥ 

이다. 따라서 

 

이고   인 가 존재한다. 
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5. 정 리. 함수     → 가 연속이면    는 유계인 닫힌구간이다. 

증 명  inf      sup   로 놓으면 정 리 3에 의해 

, ∈   이고     ⊂   

이다. 또 임의의 ∈   에 대해 사이값정리에 의해 

  

인 ∈   가 존재하므로 ∈   이다. 따라서        이다. 

6. 정 리. 정의역이 구간 인  함수    → 가 연속이면   도 구간이다. 

증 명  ∈      이면     인  ∈가 존재한다.  가 연속이므

로 사이값정리에 의해   ⊂   이다. 따라서   는 구간이다. 

7. 정 의. 정의역이 구간 인 함수    → 에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1)  ≤  ⇒   ≤   [   ⇒      ]이면  를 증가함수[순증가함수]라고 한다.

(2)  ≤  ⇒   ≥   [   ⇒      ]이면  를 감소함수[순감소함수]라고 한다.

(3) 증가 또는 감소함수를 단조함수라고 한다.

8. 정 리. 정의역이 구간 인 순증가함수 가  에서 연속이면  의 역함수   는 

   에서 연속이다. 특히 일대일연속함수    → 에 대해  의 역함수도 연속함수이다.  

증 명1 가 순증가함수이면 의 역함수   가 존재하고   도 순증가함수이다. 

 인 , ∈가 존재하는 경우; 임의의  min 에 대해 

 ,  , min 라 하자. 

  ,   이면   ,   

이다. 따라서   이면    이므로  는    에서  연속이다.  

 inf 또는  sup인 경우도 같은 방법으로 보일 수 있다.  

증 명2 가 순증가함수이면 의 역함수   가 존재하고   도 순증가함수이다. 

먼저  ↓ ,  인 수열   에 대해    → 
  임을 보이자. 

  은 감소수열이고  ≥ 이므로   은 수렴한다. 

 ↓ 로 놓으면  ≥  ≥이므로     ≥   ≥ 이다. 따라서 

 ≥   ≥  

이므로   이다. 같은 방법으로  ↑ ,  인 수열   에 대해 

   → 
 임을 보일 수 있다. 따라서 바 탕 3에 의해   는    에서  연속이다.  
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핵심내용

1. 연속함수    →는  에서 최댓값과 최솟값을 갖는다. 

2. 사이값정리. 함수  가  에서 연속이고       이면  인 

  인 가 존재한다.

3. 함수     → 가 연속이면    는 유계인 닫힌구간이다. 

4. 정의역이 구간 인 함수 가 연속이면   도 구간이다. 

5. 정의역이 구간 인 순증가함수  가  에서 연속이면  의 역함수  는 

   에서 연속이다. 특히 일대일함수    → 가 연속함수이면  의 역함수도 연속

함수이다.  
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연습문제

1. 연속함수     →  ∞에 대해     ⊂  인  가 존재함을 보여라.

2. 방정식  cos는 적어도 하나의 실근을 가짐을 보여라. 

3. 함수  가  에서 연속이면 
∈ 임을 보여라. 

4. 함수  가  에서 연속일 때, 다음이 성립하기 위한 와 의 조건을 구하라. 

(1) 
∈             (2) 

∈ 

5. 함수     → 가 연속이고    ⊂ 이면 는 상수함수임을 보여라. 

6. 함수    → 가 연속이다. 

(1)    → ,    인 연속함수 가 존재하는가? 

(2)  가 유계이면    → ,    인 연속함수 가 존재하는가?

7. 함수    → 가 연속이고,  이 에서 Cauchy 수열이다. 

(1) 은  Cauchy 수열인가?

(2) 이면 은 Cauchy 수열임을 보여라.

8.  인 함수     → 에서 임의의 ∈ 에 대해  인 

∈ 가 존재하면 는 연속인가?

9. 함수     →  가 연속이면  인 ∈ 가 존재함을 보여라. 

10.  를 이용하여 정 리 8을 증명하라. 
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읽을거리

웬델 베리 지음/이한중 옮김 ‘온 삶을 먹다’에서

1. 나는 우리가 기계로 일을 하면 세상이 기계처럼 보이고, 살아 있는 가축을 데리고 

일하면 세상이 살아 있는 대상으로 보이지 않겠나 하는 생각을 한다. 아무튼 기계로 

농사를 지으면 분명 땅과 가축에 대해 기계처럼 생각하기 쉽다. 심지어 자기 자신에 

대해서도 기계적으로 생각하기 쉬운데, 트렉터의 지치지 않는 특성은 인간의 경험에 

새로운 차원의 피곤함을 가져다주었다. 게다가 건강과 가족생활이라는 충분히 계산되지 

않았던 비용까지 치르면서 말이다. 

2. 살림이 없어진 환경에서 과학과 산업이 주도하는 농업은 지주와 자영업자의 수를 

줄이는 상업경제의 목표에 크게 이바지했다. 그런 농업은 미국을 주인이 많은 나라에서 

종업원이 많은 나라로 바꾸어 버렸다. 

3. 들일을 사람대신 기계가 한다고 해서 꼭 발전인가? 일꾼의 역할이 줄고 기계의 

역할이 느는 게 꼭 향상인가? 기계적인 힘을 더 갖게 되었다고 해서 일꾼이 흥미와 

만족을 더 느끼며 항상 더 낫게, 더 유능하게 일하는가? 일꾼은 보행적인 농장 일을 

하는 게 나은가, 도시 빈민가에서 실업자가 되는 게 나은가? 어느 경우가 그 나라에 

도움이 되는가?

4. 나는 실질적으로 생산의 질을 보장하는 유일한 방법은 생산자가 자신이 생산한 것을 

기본적인 생존수단으로 이용하며 사는 원칙에 잇음을 점점 더 확신하게 된다. 이는 

산업농업 때문에 너무 경시되어 사실상 사라지다시피한 원칙이다. 아닌 게 아니라 

지금은 농가 주민도 도시민과 다를 바 없이 슈퍼마켓을 이용하는 현실을, 산업농업이 

제공해 주는 혜택인 양 홍보하고는 한다. 하지만 시장에 내다 팔 목적으로 생산하는 

사람들은 주로  양적인 관심만 있는 반면, 자기가 생산한 것을 생존수단으로 이용하며 

생활하는 사람들은 양뿐만 아니라 질에 대해서도 고심하리라고 해도 좋을 것이다.    

5. 산업농업의 대약진은 농민이 이웃보다는 이웃의 농장을 갖는게 낫다는 확신을 갖게 

되었을 때, 엄청난 돈을 기꺼이 그리고 부득이 빌리게 되었을 때 일어났다고 해도 좋을 

것이다. 

6. 소비경제는 무엇이든 찾아내거나 만들거나 기르기보다는 사는 게 낫다고 여기게 

만드는 경제다. 광고는 사람들이 살 수 있는 게 다양하고 양도 많다는 사실을 

자축해야한다고 암시한다. 쇼핑은 교통체증과 인파를 초래함에도 쉽고 편리한 것으로 

인식된다. 돈을 쓰느 것은 위신을 세워주는 일이 된다. 유용한 목적을 위한 육체적 

수고는 멸시당한다. 스포츠나 레크레이션에 힘쓰는 것은 인정받는 반면, 실질적인 일에 

몸을 쓰는 것은 체면이 깍이는 것으로 여겨진다.  
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12. 미분

   이 절에서는 미분을 정의하고, 미분법의 여러 기본법칙을 알아본다.

0. 바탕내용

바탕 1. 극한의 정의

바탕 2. 상수  와 함수    → , ∈ ′에서 극한값 lim
→

 , lim
→

 이 각각 존

재하면 다음이 성립한다. 

(1) lim
→

    lim
→

  lim
→

    

(2) lim
→

 ·  lim
→

 ·lim
→

 

(3) lim
→


 
lim

→

 

lim
→

 

(단,  ≠ lim
→

 ≠)  

바탕 3. 두 함수    → ,    → 에서  가  에서 연속,  가  에서 

연속이면  ∘ 도  에서 연속이다.

바탕 4. 정의역이 구간 인 함수  가 순증가 또는 순감소이고  에서 연속이면  의 

역함수   는    에서  연속이다. 

기호. 이 단원에서 는 구간을 나타낸다.  
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1. 정 의. 함수    → 와 ∈에 대해 다음과 같이 정의한다. 

(1) 극한 

 ′ lim
→


  

가 존재하면 는  에서 미분가능(differentiabke at )하다 하고,  ′를  에서 

의 미분계수라고 한다.

(2) 가 에 속하는 모든 점에서 미분가능하면 는 에서 미분가능하다고 한다. 

(3) 가  에서 미분가능하지 않으면 는 에서 미분불가능하다고 한다.

(4) 가 에서 미분가능할 때, 

 ′   → ,  ′ lim
→


 

를  의 도함수(derivative of  )라고 한다.

(5)  ′이 미분가능하면  ′의 도함수를  의 2차도함수라고 하고  ″로 나타낸다.

(6) 이렇게 계속하여 차 도함수   을 정의한다.

2. 보 기. (1)    → ,   ,    sin

≠은

 lim
→


 
 lim
→

sin


이 존재하지 않으므로  에서 미분불가능하다.

(2)    → ,   ,    sin

≠은 lim

→


 
 lim
→

sin


 이

므로  에서 미분가능하고  ′ 이다.

(3)    → ,   
  가 유리수
  가 무리수는 lim

→

  ≤ lim

→

이므로 

 에서 미분가능하고  ′ 이다.

3. 정 리. 함수    → 가  에서 미분가능하면 는  에서 연속이다. 

증 명 

lim
→

   lim
→


  


 lim
→


  
lim
→



  ′⋅ 
이므로 는  에서 연속이다. 
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  미분의 정의와 바탕2에 의해 다음이 성립한다.

4. 정 리. 두 함수 ,    → 가  에서 모두 미분가능하고 ∈이면  함수

 , , 

 ≠

도   에서 미분가능하고 다음이 성립한다. 

(1)   ′   ′ ′
(2) · ′  · ′ ′⋅ 
(3)
 ′ 

  ′ ′ 

5. 정 리. 두 함수 ,    → 가 모두 ∈번 미분가능하면  함수  도 

번 미분가능하고 
  



C 
  이다.

증 명 수학적 귀납법으로 증명한다. 

[1]  일 때 성립한다. 

[2] 일 때 성립하면  
  



C 
   이다. 

이 식의 양변을 미분하면 

 
  



C 
   

  



C 
    

이고 


  



C 
    

  

 

C  
     , C C    C

이므로 

  
  

 

 C 
   

이다. 따라서 수학적 귀납법에 의해 성립한다. 
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6. 연쇄법칙(Chain rule). 함수    → 와    → 에서,  가  에서 미분가능

하고 가    에서 미분가능하면  와 의 합성함수  ∘ 도  에서 미

분가능하고 ′ ′  ′ 이다.

증 명 함수    → 를 












  
 ≠

′   

로 정의하면   가  에서 미분가능하므로  는  에서 연속이고



이다. 따라서  ∘라고 하면 

            




 ⋅

    

이다. 이제  는  에서 연속이고  가   에서 연속이므로

lim
→

 lim
→

 ′
이다. 따라서

lim
→



 lim
→

 ⋅lim
→


    
  ⋅′

7. 주.   ,    sin

≠은 lim

→
 

    
을 생각할 수 없다. 

따라서



 
 

    


  

이고 

lim
→
 

    
 ′ , 

  
  ′

이므로 도 에서 미분가능하고 ′ ′  ′라고 증명하는 것은 옳지 않다.
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8. 역함수의 미분법. 함수    → 의 역함수가 존재하고,  ′≠이면 의 역함수 

  는 에서 미분가능하고 

 ′  ′


증 명1   의 그래프와    의 그래프는 직선 에 대해 대칭이다. 따라서 

점  에서 곡선   의 접선의 기울기가 ′이므로  ′≠이면 점 

 에서 곡선    의 접선의 기울기는  ′


이다. 

따라서   는 점  에서 미분가능하고  ′  ′


이다.

증 명2  바탕 4에 의해   가  에서 연속이므로 

 →  이면   →   

이다. 따라서

lim
→


   
 lim

→



 

   


 ′



9. 보 기. (1) 함수    → ,   는  ′  이므로 역함수  ln가 

존재하고  ln가 미분가능하다. 에서 양변을 미분하면

  ′′ ′ ′
이므로 ′ 


이다.

(2) 함수   

 

  →  ,   sin는

 ′ cossin  
이므로 역함수  arcsin가 존재하고 미분가능하다. 에서 양변을 미분하면

  ′′ ′
이므로 ′


이다. 

(3) 함수   

 

  → ,   tan는  ′ sec  이므로 

역함수  arctan가 존재하고 미분가능하다. 에서 양변을 미분하면

  ′′ ′
이므로 ′




이다. 
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핵심내용

1. 미분의 정의

2. 함수    → 가  에서 미분가능하면 는  에서 연속이다.

3. 두 함수 ,    → 가  에서 모두 미분가능하고 ∈이면  함수

 , , 

 ≠

도   에서 미분가능하고 다음이 성립한다. 

(1)   ′   ′ ′
(2) · ′  · ′ ′⋅ 
(3)
 ′ 

  ′ ′ 

4. 두 함수 ,    → 가 모두 ∈번 미분가능하면  함수  도 번 

미분가능하고 
  



C 
  이다.

5. 연쇄법칙(Chain rule). 함수    → 와    → 에서,  가  에서 미분가능

하고 가    에서 미분가능하면  와 의 합성함수  ∘ 도  에서 미

분가능하고 ′ ′  ′ 이다.

6. 역함수의 미분법. 함수    → 의 역함수가 존재하고,  ′≠이면 의 역함수 

  는 에서 미분가능하고 

 ′  ′
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연습문제

1. 다음 함수    → 를 미분하라. 

(1)                     (2)  

2. 모든 ∈에 대해   ≤ 인 함수  가  에서 미분가능하기 위한 의 값을 

구하라. 

3. 함수    → 가  , ≠일 때 다음과 같다.  에서 미분가능한가?

(1)  sin


                            (2)  sin



  

(3)  sin


                            (4)  sin



4. 함수    → ,   
 가 유리수
 가 무리수가  에서 미분가능한 ∈을 구하라.  

5. 함수    → 가  에서 미분가능하고   일 때, 다음이 성립함을 보여라.  

 ′  ⇔    가  에서 미분가능하다.

6. 함수     →     cos의 역함수를  라 할 때, ′를 구하라.  

7. 함수 가  에서 미분가능하고,  인 가  근방에 무수히 많으면 

′ 임을 보여라. 
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8.  함수     →   가   (단,   )에서 미분가능하면 임의의   에 대해 

다음을 만족시키는  가 존재함을 보여라. 

  , ≤ ≤이면 


 ′ 

9. 두 함수 ,    → 가 ,  를 만족시키고 번 미분가능하다. 

(1)  ′  ′이고 ′′임을 보여라.     

(2)     임을 보여라. 

10.  sec에 대해  
이라 하자. 

(1)   임을 보여라.         

(2) , , , 의 값을 구하라.  

(3)  
 

 

C 
임을 보여라.

11. sin


에 대해  
이라 하자. 

(1)   임을 보여라.         

(2) , , , 의 값을 구하라.  

(3)  


 

 

C  
 임을 보여라.

12.  tan에 대해  
이라 하자. 

(1)  임을 보여라.         

(2) , , , , 의 값을 구하라.  

(3) 
 



C  
 임을 보여라.     

(4)  
 



C     임을 보여라.

13. 두 자연수 과 에 대해 정의역이 인 연속함수  가  sin


≠이다. 

(1) 함수 가  에서 미분가능하기 위한 과 의 조건을 구하라. 

(2) ′가  에서 연속이기 위한 과 의 조건을 구하라. 

14.  가 존재하고,  ′ 인 함수   의 역함수를 라 하자. 

(1) 가 존재함을 보여라. 

(2) 를 ,  ′, ″,  ,   ,  를 사용하여 나타내라.
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읽을거리

행복의 비결
법정 스님

세상과 타협하는 일보다 더 경계해야 할 일은 
자기 자신과 타협하는 일이다.
스스로 자신의 매서운 스승 노릇을 해야 한다.

우리가 일단 어딘가에 집착해 그것이 전부인 것처럼 안주하면
그 웅덩이에 갇히고 만다.
그러면 마치 고여 있는 물처럼 썩기 마련이다.

버리고 떠난다는 것은 곧 자기답게 사는 것이다.
자기답게 거듭거듭 시작하며 사는 일이다.
낡은 탈로부터, 낡은 울타리로부터, 
낡은 생각으로부터 벗어나야 새롭게 시작할 수 있다. 

아무리 가난해도 마음이 있는 한 나눌 것은 있다.
근원적인 마음을 나눌 때 
물질적인 것은 자연히 그림자처럼 따라온다.

그렇게 함으로써 내 자신이 더 풍요로워질 수 있다.
세속적인 계산법으로는 나눠 가질수록
내 잔고가 줄어들 것 같지만
출세간적인 입장에서는 나눌수록 더 풍요로워진다.

물질적인 풍요 속에서는 사람이 타락하기 쉽다.
그러나 맑은 가난은 우리에게
마음의 평안을 가져다주고 올바른 정신을 지니게 한다.

행복의 비결은 필요한 것을 얼마나 갖고 있는가가 아니라 
불필요한 것에서 얼마나 자유로워져 있는가에 있다.
‘위에 견주면 모자라고 
아래에 견주면 남는다’는 말이 있듯
행복을 찾는 오묘한 방법은 내 안에 있다.

하나가 필요할 때는 하나만 가져야지 둘을 갖게 되면
애초의 그 하나마저도 잃게 된다.
그리고 인간을 제한하는 소유물에 사로잡히면
소유의 비좁은 골방에 갇혀 정신의 문이 열리지 않는다.
작은 것과 적은 것에 만족할 줄 알아야 한다.
그것이 청빈의 덕이다.

우주의 기운은 자력과 같아서,
우리가 일단 어두운 마음을 지니고 있으면
어두운 기운이 몰려온다고 한다.
그러나 밝은 마음을 지니고 긍정적이고 낙관적으로 살면

밝은 기운이 밀려와 우리의 삶을 밝게 비춘다.
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13. 평균값정리

   이 절에서는 Cauchy평균값정리, Darboux정리에 대해 알아본다.

0. 바탕내용

바탕 1. 미분의 정의

1. 정 의. 정의역이 구간 인 함수 와 ∈에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1)  ∈ ∩이면  ≤ 인 양수 가 존재하면 는  에서 

극댓값( local maximum)을 가진다고 한다.

(2)  ∈ ∩이면  ≥ 인 양수 가 존재하면 는  에서 

극솟값( local minimum)을 가진다고 한다.

(3) 가  에서 극댓값 또는 극솟값을 가지면, 극값(relative extremum)을 가진다고 한다.

2. 정 리(Fermat). 함수     → 가  ∈  에서 극값을 갖고 미분가능하면

  ′ 이다.

증 명   가   에서 극댓값을 갖는 경우를 증명한다.

정의에 의해 ∈ ∩  이면   ≤  인   와  ′가 존재하므로

 ′ lim
→




  
≤   ′ lim

→



  
≥  

이다. 따라서 ′ 이다. 가 에서 극솟값을 가지면,  는  에서 극댓값을 가진

다.  따라서  ′ 이므로  ′ 이다.

3. 정 리(Rolle). 연속함수    → 가  에서 미분가능하고,    이면

  ′ 
인 ∈ 가 존재한다.

증 명   가   에서 연속이므로 모든 ∈ 에 대해 

 ≤ ≤  

인 , ∈  가 존재한다. 
   이면  는 상수함수이므로  ′≡이다.
 ≠ 이면    또는    이다.    이면 페르마의 정리에 의해 

 ′ 이고,   이면 페르마의 정리에 의해 ′  이다. 

따라서 어느 경우든  ′ 인 ∈ 가 존재한다. 
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4. Cauchy평균값정리. 연속함수 ,     → 가  에서 미분가능하면 
   ′    ′

인 ∈ 가 존재한다.

증 명 새로운 함수     → 를 

         

로 정의하면 는  에서 연속이고,  에서 미분가능하며  이다. 

따라서 Rolle정리에 의해 

′  즉,    ′    ′
인 ∈ 가 존재한다.

 특히   이면 위 정리는 다음과 같다.

5. 평균값정리. 연속함수     → 가  에서 미분가능하면    

 ′
  

인  ∈ 가 존재한다.

  

6. 정 리. 연속함수     → 가  에서 미분가능하고 모든 ∈ 에 대해

(1)  ′ 이면 는 상수함수이다. 

(2)  ′≥이면  는 증가함수이다. 

(3)  ′  이면 는 순증가함수이다. 

(4)  ′≤이면 는 감소함수이다. 

(5)  ′  이면 는 순감소함수이다. 

 증 명  가 평균값정리의 가정을 만족시키므로 임의의 , ∈  에 대해 

     ′
인 ∈  가 존재한다. 따라서 정리가 성립한다.

7. 주. (1) 위 정리에서 (1), (2), (4)는 역도 성립하지만 (3), (5)는 역이 성립하지 않는다. 

   은 순증가함수이지만  ′  이 아니다.

(2) 함수   sin

≠    은  ′ 이고 자연수  에 대해 

 ′
 이다. 따라서 ′   이지만  의 어떤 근방에서도 일대일이 아니다.
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8. 보 기. 함수    → 가 모든  ∈에 대해    ≤   이면 

lim
→

  ≤ lim

→



이므로 는 상수함수이다.

9. 정 리(Darboux). 함수     → 가 미분가능하고  ′     ′이면

 ′ 
인 ∈ 가 존재한다.

증 명 방법1.     → 를  로 정의하면 는 연속이고 미분가능하다. 

따라서 는    에서 최솟값    를 갖는다. 이때

 ′ lim
→




  
  ′  

이므로  는 최솟값이 아니다. 또 

′ lim
→




  
  ′  

이므로  도 최솟값이 아니다. 즉,   이다. 따라서 페르마의 정리에 의해  

 ′  즉,  ′ 
이다. 

방법2. 


로 놓고,  에서 

  ≤≤
 ≤≤

,   ≤≤ ≤≤

라 하고,  에서 


,  ′,  ′라고 하자. 이때 

  ≤ ≤ ≤≤
, lim
→

 lim
→



 ′, lim

→
 ′

이므로 는  에서 연속이다. 따라서 사이값정리에 의해  인 ∈ 가 존재

한다. 한편 평균값정리에 의해 


 ′인 가 와 사이

에 존재한다. 

10. 보 기.     → ,    ≥  
는    인 ∈   가 존재하지 않으

므로  ′ 인 미분가능한 함수 는 존재하지 않는다.
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11. 정 리. 양수 과 실수 에 대해   
 



라 하면 다음이 성립한다. 

(1) ≤이면 모든 자연수 에 대해  이다. 

(2) ≤이면 ≥에 대해  이다. 

증 명  에 대해  ln


라 하면 다음이 성립한다. 

[1]  ′ lnln



 , lim
→∞

 ′ 
[2] ″ 




 



 


(1) ≤이면  ″≥, lim
→∞

 ′ 이므로  ′ 이다. 

따라서 가 감소함수이므로  ,  이다.

(2) ≤이면 (1)에 의해 이다. 

A. ≤인 경우; ″≤, lim
→∞

 ′ 이므로  ′ 이다. 

따라서 가 증가함수이므로  ,  이다.

B.  인 경우; lim
→



 ′∞, lim
→∞

 ′ 이고,  ′가 


에서 증가,  




에서 감소하므로 방정식  ′ 은 유일한 해를 가진다. 이 해를 라고 하면 

에서 감소, 에서 증가이고 ≤ 이므로 ≤ 또는 ≤ 이다. 

따라서 ≤ 이면 ≥에 대해  ,  이다.   

특히 
 
 

↑, 
 
 

↓이다. 

핵심내용

1. 페르마의 정리, Rolle정리, Cauchy평균값정리, 평균값정리, Darboux정리

2. 양수 과 실수 에 대해   
 



라 하면 다음이 성립한다. 

(1) ≤이면 모든 자연수 에 대해  이다. 

(2) ≤이면 ≥에 대해  이다. 
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연습문제

1. 평균값정리를 이용하여 다음을 보여라.

(1) sinsin  ≤      (2)  일 때, 

 ln 

2. 미분가능한 함수     → 가 모든  에 대해  ′≠이다. 

(1) 는 일대일임을 보여라.   

(2)  ′ 이면  모든   에 대해 ′ 임을 보여라.

3.     → 가 연속이고  에서 미분가능하지만  ′는  에서 유계가 아닌 

를 하나 구하라. 

4. 함수    → 가 미분가능하고  ′ 이면 가  에서 증가함수가 되는  

 이 존재하는가?

5. 연속함수     → 가  에서 미분가능하고  ,   이다. 

(1)  ′ 인 ∈ 가 존재함을 보여라.  

(2)  ′ 인 ∈ 가 존재함을 보여라. 

(3)  ′ 인 ∈ 가 존재함을 보여라.  

6. 상수 , , ⋯, 과     ⋯ 인 자연수 에 대해 다음이 성립함을 보여라. 

(1) 
 






이면 방정식 

 



 
 은 구간  에서 해를 가진다.

(2) 
 



 이면 방정식 
 




  은 구간  에서 해를 가진다. 

(3) 
 



 이면 방정식 
 




  은 구간  에서 해를 가진다. 

7. 자연수 과 ≤≤에 대해  ,   , 
  



 이면 다음이 성립함을 보여라. 


  



 sin≤ sin 
 



 
8.   

 


가 ↑이기위한 실수 의 범위를 구하라. 

☆9. 함수    ∞ → 가 미분가능, , lim
→∞

 ′ 일 때, 다음이 성립함을 보여라.  

(1) lim
→∞


 
   (2) lim

→∞

 (상수)이면        (3) lim
→∞
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읽을거리

자기 자신답게 살라 
법정 스님

어떤 사람이 불안과 슬픔에 빠져 있다면

그는 이미 지나가버린 과거의 시간에

아직도 매달려 있는 것이다.

또 누가 미래를 두려워하면서 잠 못 이룬다면

그는 아직 오지도 않은 시간을

가불해서 쓰고 있는 것이다.

과거나 미래 쪽에 한눈을 팔면

현재의 삶이 소멸해 버린다.

보다 직설적으로 표현하면

과거도 없고 미래도 없다.

항상 현재일 뿐이다.

지금 이 자리에서 최선을 다해

최대한으로 살 수 있다면

여기에는 삶과 죽음의 두려움도 발붙일 수 없다.

저마다 서 있는 자리에서 자기 자신답게 살라.



- 118 -

14. L'Hospital법칙 

  이 절에서는 여러 형태의 L'Hospital법칙에 대해 알아본다.

0. 바탕내용

바탕 1. Cauchy평균값정리. 연속함수 ,     → 가  에서 미분가능하면 
   ′    ′

인 ∈ 가 존재한다.

바탕 2. 함수    → , ∈ ′, ∈, ≠, ∞≤≤∞에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1)  에서 의 극한이 존재하고 lim
→

    이다.

(2)  → 이면    → 이다. 

1. 정 리. ≤≤이다. 두 연속함수 ,     → 가  에서 미분가능하고

(i)       (ii) 모든 ∈ 에 대해  ≠≠ ′
이면 ∞≤≤∞에 대해 다음이 성립한다.

lim
→
 ′
 ′

 이면 lim
→


 
 

증 명 바탕 2에 의해  → , ∈ 이면 lim
→∞


 
 임을 보이면 된다. 

Cauchy평균값정리에 의해 



 
 

  
 ′
 ′

인 이 과 사이에 존재한다. 따라서 

lim
→
 ′
 ′

 이면 바탕 2에 의해 lim
→∞
 ′
 ′

 이다. 

따라서 lim
→∞



 이므로 바탕 2에 의해 lim

→


 
 이다. 
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정 리 1에서  이면 오른쪽 극한,   이면 왼쪽 극한에 대한 성질이다. 

이것을 다시 쓰면 다음과 같다. 

2. 따름정리. 두 연속함수 ,     → 가  에서 미분가능하고 

(i)        (ii) 모든 ∈ 에 대해  ≠≠ ′
이면 ∞≤≤∞에 대해 다음이 성립한다.

lim
→
 ′
 ′

 이면 lim
→


 
 

3. 따름정리. 두 연속함수 ,     → 가  에서 미분가능하고 

(i)        (ii) 모든 ∈ 에 대해  ≠≠ ′
이면 ∞≤≤∞에 대해 다음이 성립한다.

lim
→


 ′
 ′

 이면 lim
→




 
 lim
→


 ′
 ′

   

4. 주 : 함수 ,    → 가 각각 , ≠이면    sin


,    sin이면 

lim
→


 
 이지만 lim

→
 ′
 ′

가 존재하지 않는다. 

극한 lim
→


 
이 존재한다고 하여 극한 lim

→
 ′
 ′

이 항상 존재하는 것은 아니다.

5. 보 기. (1)   sin,  ,  라 하면 , 는 따름정리 2의 조건을 만족시

키고,  lim
→


 ′
 ′

 이므로  lim
→




sin
 이다.

(2)   cos,  ,   이라 하면 , 는 정 리 1의 조건을 만족시키므로

lim
→
 ′
 ′

 


임을 보이면 lim

→



cos
 



이다.  그런데  ′,  ′도 정 리 1의 조건을 만족시키고,

lim
→
 ′′
 ′′

 lim
→


cos
 



이므로  lim
→
 ′
 ′

 


이다.

(3) 

sin


sin

sin
이다. 

  sin,  sin라 하면 , 는 정 리 1의 조건을 만족시키므로

lim
→
 ′
 ′

 임을 보이면 lim
→


sin

 
이다.  그런데,   ′,  ′도 정 리 1의 조건을 만족시키고, 

lim
→
″
 ′′

 이므로 lim
→
 ′
 ′
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6. 정 리.  이다. 미분가능한 두 함수 ,    ∞ → 에서 

(i) lim
→∞

  lim
→∞

     (ii) 모든 ∈ ∞에 대해  ≠≠ ′
이면 ∞≤≤∞에 대해 다음이 성립한다.

lim
→∞
 ′
 ′

 이면 lim
→∞


 
 lim
→∞
 ′
 ′

 

증 명  ,  


에 대해   
 ,   

 라고 하면 다음이 

성립한다.  

[1]  ′′
 ⋅


이므로 모든  ≤ 


에 대해 ≠≠ ′이다. 

[2]  ′ ′
 ⋅


이므로 lim

→
 ′
 ′

 lim
→∞
 ′
 ′

 이다. 

따라서 따름정리 2에 의해 lim
→

 

 이므로 lim
→∞



 lim
→

 

 이다.  

7. 정 리.  이다. 미분가능한 두 함수  ,    ∞ → 에서

(i) lim
→∞

  lim
→∞

    (ii) 모든 ∈∞   에 대해  ≠≠ ′
이면 ∞≤≤∞에 대해 다음이 성립한다.

lim
→∞
 ′
 ′

 이면 lim
→∞


 
 lim
→∞
 ′
 ′

   

증 명   ,  에 대해 정 리 6을 적용한다. 
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8. 보조정리. 두 수열  ,   및 상수 와 어떤 자연수 에 대해서도 ≠인 

상수 에 대해 lim
→∞

 ∞이고 lim
→∞



 이면 lim

→∞



 이다.

증 명 lim
→∞

 ∞이므로 lim
→∞



 lim
→∞



 이고 lim

→∞



 이므로




















→ 


 

9. 정 리.  미분가능한 두 함수  ,     → 에서 

(i) lim
→



 ∞   (ii) 모든 ∈ 에 대해  ≠≠ ′
이면 ∞≤≤∞에 대해 다음이 성립한다.

lim
→


 ′
 ′

 이면 lim
→




 
 lim
→


 ′
 ′

   

증 명 바탕 2에 의해  → , ∈ 이면 lim
→∞


 
 임을 보이면 된다. 

∈인 경우, lim
→


 ′
 ′

 이므로 

주어진   에 대해 이면  ′
 ′

   
인  가 존재한다.  → 이므로 ≥이면  인 자연수 가 존재한다.

이제 어떤 자연수 에 대해서도 ≠인 상수   를 택하자.  

Cauchy평균값정리에 의해 

 

  
 ′
 ′

인 이 과 사이에 존재한다. 이때 ≥이면  이므로  

 
  

  ′
 ′

   
이다. 즉, lim

→∞
 

  
 lim
→∞
 ′
 ′

 이다. 

또 lim
→



 ∞이므로 lim
→∞

 ∞이다. 따라서 보조정리 8에 의해 lim
→∞


 
 이다. 

 ±∞인 경우도 같은 방법으로 보인다. 
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10. 정 리.  미분가능한 두 함수 ,     → 에서 

(i) lim
→



 ∞    (ii) 모든 ∈ 에 대해  ≠≠ ′
이면 ∞≤≤∞에 대해 다음이 성립한다.

lim
→


 ′
 ′

 이면 lim
→




 
 lim
→


 ′
 ′

   

증 명   ,  에 대해 정 리 9를 적용한다. 

11. 정 리.  이다. 미분가능한 두 함수     ∞ → 에서

(i) lim
→∞

 ∞   (ii) 모든 ∈∞ 에 대해  ≠≠ ′
이면 ∞≤≤∞에 대해 다음이 성립한다.

lim
→∞
 ′
 ′

 이면 lim
→∞


 
 lim
→∞
 ′
 ′

   

증 명   


에 대해    
 ,   

 라고 하면 다음이 성립한다.  

[1] lim
→



∞

[2]  ′′
 ⋅


이므로 모든  ≤ 


에 대해 ≠≠ ′이다. 

[3]  ′ ′
 ⋅


이므로 lim

→
 ′
 ′

 lim
→∞
 ′
 ′

 이다. 

따라서 정 리 9에 의해 lim
→

 

 이므로 lim
→∞



 lim
→

 

 이다.  

12. 정 리.  미분가능한 두 함수 ,   ∞  → 에서 

(i) lim
→∞

 ∞     (ii) 모든 ∈∞ 에 대해  ≠≠ ′
이면 ∞≤≤∞에 대해 다음이 성립한다.

lim
→∞
 ′
 ′

 이면 lim
→∞


 
 lim
→∞
 ′
 ′

   

증 명   ,  에 대해 정 리 11을 적용한다. 

핵심내용

1. L'Hospital법칙의 여러 형태
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연습문제

1. 다음 극한을 구하라.

(1)  lim
→



sin
            (2)  lim

→



tan
       (3) lim

→



arcsin

(4)  lim
→



arctan

         (5)   lim
→∞




           (6) lim
→




         

(7)  lim
→
tan

ln
           (8)  lim

→


lnsin       (9)  lim
→



 ln    

(10)  lim
→



                (11)  lim
→∞






             (12) lim
→






(13) lim
→




                (14)  lim

→






            (15) lim
→








2. 두 실수 와 ≠의 값을 각각 구하라. 

(1) lim
→




cos

      (2) lim
→



tansin

     (3) lim
→



arcsinarctan

 

3. 다음 극한이 존재하도록 하는 자연수 의 최댓값을 각각 구하라. 

(1) lim
→



arcsintan

   (2) lim
→



arcsinarctan

  (3) lim
→



tanarctan

(4) lim
→



tan⋅arcsinsin⋅arctan

  ☆(5) lim
→



tanarctansinarcsin

 

4. 다음 극한을 구하라.

(1) lim
→
sincos

tan⋅arcsinsin⋅arctan
    ☆(2) lim

→
tan⋅arcsinsin⋅arctan

tanarctansinarcsin

5. 함수 ,     → 가 점     에서 미분가능하고,     이다. 

이 때 모든 ∈ 에 대해  ≠ 이고  ′≠이면 lim
→


 
이 존재하고

 lim
→


 
 ′
 ′

임을 보여라. 
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6. 다음 극한값이 이 되도록 하는 차수가 가장 작은 다항식 를 각각 구하라. 

(1) lim
→



sin

        (2) lim
→



cos

        (3) lim
→



tan

(4) lim
→



arcsin

      (5) lim
→



arctan

      (6)lim
→



sinarcsin

 

(7) lim
→



sinarctan

  (8)lim
→



tanarcsin

   (9)lim
→



tanarctan

7. 함수    → 가  미분가능하고   ′ ″ 일 때, 다음 물음에 답하라. 

(1)  ′ sin


이면 lim
→



  

 lim
→


 ′ ′
 lim
→

 ′ ′ 인가? 

(2) lim
→



  

 인가? 

☆8. 두 실수 , 와 미분가능한 함수    ∞ → 에 대해 lim
→∞

 ′ 일 

때, 다음 각 경우 lim
→∞

 , lim
→∞

 ′ 인가?  

(1)      (2)       (3)       (4) 

☆9.   ,  이다. 함수     → 에 대해 다음 물음에 답하라. 

(1)  이면 lim
→



 임을 보여라. 

(2)      이면 lim
→



 임을 보여라. 

(3) lim
→



 이지만 lim
→



≠인 를 하나 구하라.  

☆10. 함수     → ,  과 자연수 에 대해  
일 때, 다음을 보

여라.  

(1) lim
→



                                (2) lim
→
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읽을거리

말이 적은 사람
법정 스님

침묵을 소중히 여길 줄 아는 사람에게
신뢰가 간다.
초면이든 구면이든
말이 많은 사람한테는 신뢰가 가지 않는다.

나는 가끔 많은 사람들을 만나게 되는데 
말수가 적은 사람한테는
오히려 내가 내 마음을 활짝 열어 보이고 싶어진다.

인간과 인간의 만남에서 말은 그렇게 중요하지 않다.
꼭 필요한 말만 할 수 있어야 한다.
안으로 말이 여물도록 인내하지 못하기 때문에
밖으로 쏟아 내고 마는 것이다.
이것은 하나의 습관이다.

생각이 떠오른다고 해서 불쑥 말해 버리면
안에서 여무는 것이 없다.
그렇기 때문에 그 내면은 비어 있다.
말의 의미가 안에서 여물도록
침묵의 여과기에서 걸러 받을 수 있어야 한다.

불교 경전은 말하고 있다.
입에 말이 적으면 어리석음이 지혜로 바뀐다고.
말하고 싶은 충동을 참을 수 있어야 한다.

생각을 전부 말해 버리면 말의 의미가,
말의 무게가 여물지 않는다.
말의 무게가 없는 언어는
상대방에게 메아리가 없다.

오늘날 인간의 말이 소음으로 전락한 것은
침묵을 배경으로 하지 않기 때문이다.
말이 소음과 다름없이 다루어지고 있기 때문이다.

우리들은 말을 안 해서 후회되는 일보다도
말을 해버렸기 때문에
후회되는 일이 얼마나 많은가.

침묵을 소중히 여길 줄 아는 사람에게
신뢰가 간다.
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15. 평등연속

   이 절에서는 평등연속을 정의하고, 연속과 평등연속의 차이를 알아본다. 

0. 바탕내용

바탕 1. 함수    → , ∈에서, 임의의   에 대해 
  , ∈이면     

인 양수 가 존재하면, 즉 lim
→

 이면  에서 는 연속이라 하고, 가 

모든 점 ∈에서 연속이면 는 에서 연속이라고 한다. 

바탕 2(평균값정리). 연속함수     → 가  에서 미분가능하면    

 ′
  

인 ∈ 가 존재한다.

바탕 3(Bolzano-Weierstrass 정리). 유계 수열은 수렴하는 부분수열을 가진다.

바탕 4.  ↛ 이면  ≥ 인 부분수열  와   이 존재한다. 

1. 정 의. 집합  ⊂ 와 함수    → 에 대해 다음과 같이 정의한다.

(1) 임의의   에 대해 
  , ∈, ∈이면     

인 양수  가 존재하면 는  평등연속(uniformly continuous)이라고 한다.

(2)  ⊂ 에 대해    가 평등연속이면 는 에서 평등연속이라고 한다.
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2. 정 리. 두 함수 ,    → 가 평등연속이면 도 평등연속이다. 

증 명 주어진   에 대해 

   , ∈, ∈이면     


이고     


인 양수 가 존재한다. 따라서    , ∈, ∈이면
    

≤ 

 





 

이므로 도 평등연속이다.

3. 정 리. 함수    → 가 평등연속이고,    → 가 평등연속이면  

는 에서 평등연속이다.

증 명 주어진   에 대해 가 평등연속이므로 
   , ∈, ∈이면   

인 양수 이  존재한다. 또 가 평등연속이므로

  , ∈, ∈이면     

인 양수 가 존재한다. 따라서    , ∈, ∈이면     이므로 

  

이다. 그러므로 는 에서 평등연속이다.

4. 정 의. 집합  ⊂ 와 함수    → 가 있다. 모든  ∈에 대해

    ≤   

인  양수 이 존재하면 를 Lipschitz 함수라고 한다. 

5. 정 리. Lipschitz 함수    → 는 평등연속이다.

증 명  모든  ∈ 에 대해    ≤  인  양수 이 존재한다. 

임의의   에 대해  


로 놓자. 

이때     ∈이면      이므로   는 평등연속이다.
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구간 가  ,  ,  ,   중 어느 하나일 때,     라고 하자. 

 

6. 정 리. 연속함수    →가  에서 미분가능하고, ′이 유계이면  는 평등연속이다. 

증 명 모든 ∈에 대하여 ′ ≤이이라고 하자. 

평균값정리에 의해 임의의 , ∈에 대하여 

     ′
인 ∈  가 존재한다. 

따라서     ≤ 이므로 정 리 5에 의해  는  평등연속이다. 

7. 보 기. (1)    → 가 평등연속이고  ⊂ 이면 는 에서도 평등연속이다.

(2)    → ,   는  ′ 이므로 평등연속이다.

(3)    → ,   sin는  ′ ≤이므로 평등연속이다.

(4)    → ,   ,   sin

≠에서 ′ sin


cos


≠,

′ 이다. 따라서 ′  이므로 는 평등연속이다.

8. 정 리. 함수    → 에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1)  가 평등연속이다.

(2) ∈, ∈,  → 이면      → 이다. 

증  명 (1) ⇒ (2) ∈, ∈,  → 라고 하자. 

 가 평등연속이므로 주어진   에 대해 
   ∈이면     

인 양수  가 존재한다. 

가정에 의해  → 이므로 ≥이면   인 자연수 가 존재한다. 

따라서  ≥이면      이므로      → 이다. 

(2) ⇒ (1) 대우로 증명한다. 

가 평등연속이 아니면 다음을 만족시키는 양수  이 존재한다.

 ‘임의의   에 대해   이지만    ≥  인  ∈가 존재한다.’

따라서 각  


에 대해 

   


이지만    ≥ 

인 , ∈가 존재하므로 는 평등연속이 아니다. 
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정 리 8에서 대우를 택하면 바탕 4에 의해 다음이 성립한다.   

9. 정 리. 함수    → 에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1)  가 평등연속이 아니다.

(2)  → 이지만      ↛ 인 ∈, ∈이 존재한다. 

(3)  → 이지만      ≥ 인 ∈, ∈와   이 존재한다. 

10. 보 기. (1)    ∞→,   


은  
  

 이므로 평등연속이 아니다.

(2)    → ,   sin는 자연수 에 대해 

 
   

 sin


이다. 그런데 ≤≤ 


이면 

≤sin이므로 


≤ sin


이다. 

따라서  
  ≥ sin


≥이므로 는 평등연속이 아니다.

11. 정 리. 연속 함수     →는 평등연속이다.

증  명  가 평등연속이 아니라면 정 리 9에 의해 

 → 이지만      ≥ 

인 ∈ , ∈ 와   이 존재한다. 또 수열   은 유계이므로 바 탕3에 

의해 수렴하는 부분수열   를 가진다.

 → 로 놓으면  → 이고 ∈   이다. 가 에서 연속이므로 

  , ∈ 이면     


인   이 존재한다. 그런데  → ,  → 이므로 

 ≥ 이면   이고   

인 자연수 이 존재한다. 따라서  ≥ 이면

 
 

 ≤  
    

   





 

이므로      ≥  에 모순이다. 
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12. 보 기. (1)    → ,   은  에서 연속이므로  에서 평등연속이다.

(2)    → ,  는  에서 연속이므로  에서 평등연속이다.

(3)    → ,   ,   sin

≠은 연속이므로  에서 평등연속이다.

13. 정 리. 두 실수 , ( )와 함수    → 에 대해 다음이 성립한다. 

(1) 가  ∞에서 연속,  ∞에서 평등연속이면  는  ∞에서 평등연속이다.

(2) 가 ∞ 에서 연속, ∞ 에서 평등연속이면 는 ∞ 에서 평등연속이다.

(3) 가 ∞ 와  ∞에서 평등연속이면  는 에서 평등연속이다.

증 명 (1) 주어진   에 대해 함수 가  에서 평등연속이므로 
  이고 ≤≤이면     

인 양수 이 존재한다. 또  가  ∞에서 평등연속이므로

  이고 ≤ 이면     

인 양수 가 존재한다. 이제 min  로 놓고 ≤ 라고 하자. 

[1] ≤이면 ≤이므로     이다. 

[2]  이면 ≤이므로      이다. 

따라서  는  ∞에서 평등연속이다. 

(2), (3) (1)과 같은 방법으로 보인다.

14. 보 기. (1)    → ,   는 

 ≥이면  ′ 

≤ 



이므로 ∞ , ∞에서 평등연속이고  에서도 평등연속이다. 

따라서 가 ∞ , ∞에서 평등연속이므로 에서 평등연속이다.

(2)  함수    → ,   ,   sin

≠은

 ≥이면  ′  

cos


sin

  ≤
이므로 ∞ , ∞에서 평등연속이고  에서도 평등연속이다. 

따라서 가 ∞ , ∞에서 평등연속이므로 에서 평등연속이다.
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핵심내용

1. 평등연속의 정의

2. 두 함수 ,    → 가 평등연속이면 도 평등연속이다. 

3. 함수    → 가 평등연속이고,    → 가 평등연속이면  는 

에서 평등연속이다.

4. 연속함수    → 가  에서 미분가능하고, ′이 유계이면 는 평등연속이다. 

5. 함수    → 에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1)  가 평등연속이다.

(2) ∈, ∈,  → 이면      → 이다. 

6. 함수    → 에 대해 다음은 서로 동치이다.

(1)  가 평등연속이 아니다.

(2)  → 이지만      ↛ 인 ∈, ∈이 존재한다. 

(3)  → 이지만      ≥ 인 ∈, ∈와   이 존재한다. 

7. 연속 함수     →는 평등연속이다.

8. 두 실수 , ( )와 함수    → 에 대해 다음이 성립한다. 

(1) 가  ∞에서 연속,  ∞에서 평등연속이면  는  ∞에서 평등연속이다.

(2) 가 ∞ 에서 연속, ∞ 에서 평등연속이면 는 ∞ 에서 평등연속이다.

(3) 가 ∞ 와  ∞에서 평등연속이면  는 에서 평등연속이다.
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연습문제

1. 다음과 같이 정의된 함수의 평등연속성을 조사하라.

(1)     → ,               (2)     ∞ → ,   


 

(3)    ∞ → ,  sin     (4)    → ,  



  

(5)    ∞ → ,              (6)     → ,     

(7)    → ,   cos             (8)     → ,   sin


  

(9)    → ,   sin            (10)    → ,   cos  

(11)    → ,   cos           (12)    → ,   sin

2. 연속함수    → 가 모든 ∈에 대해    이면 는 평등연속인가?

 함수    → 가 다음을 만족시키면 함수 가 코시수열을 코시수열로 보낸다고 하자.

∈ , 수열  이 코시이면 수열   도 코시이다

3. 함수    → 가 코시수열을 코시수열로 보내면, ∈ ∪ ′와 로 수렴하는 에

서의 두 수열  ,  에 대해 lim
→∞

   lim
→∞

  임을 보여라.

4. 평등연속함수는 코시수열을 코시수열로 보내는가? 

5. 두 함수 ,    → 가 평등연속이면 와 의 곱 가 평등연속인가? 

6. 미분가능하고 lim
→

 ′∞이지만 평등연속인 함수    ∞ → 를 하나 구하라.

7. 두 연속함수 ,    → 에 대해 

(1) 가 평등연속이고 ∈에 대해  ≤  이면 도 평등연속인가?

(2) 가 평등연속이 아니고 ∈ 에 대해  ≤이면 도 평등연속이 아닌가?

8.  ∞에서 함수  sin



는 평등연속이지만 ′가 유계가 아님을 보여라.  

9. 연속이지만 평등연속이 아닌 함수    →  을 하나 구하라. 
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10. 연속함수     → 에 대해 극한 lim
→



 가 존재하면 는 평등연속임을 보여라. 

11.  이다. 다음 함수    ∞ → 는 평등연속인가?

(1)        (2)   ln          (3)   sin


12.  이다. 다음 연속함수    ∞ → 는 평등연속이 아닌가? 

(1) 가 미분가능하고 lim
→∞

 ′∞이다.

(2) 


가 증가함수이고 lim
→∞



∞이다.

(3) 



가 증가함수이고 lim
→∞




 이다.

(4) 가 미분가능한 증가함수이고 모든 자연수 에 대해  ′≥이다.

13. 함수   → 는 연속함수이다. 

(1) lim
→∞

  이면  는  ∞에서 평등연속인가?

(2) 두 극한 lim
→∞

 와 lim
→∞

 가 존재하면 는 평등연속인가?

(3) 극한 lim
→∞



가 존재하면  는  ∞에서 평등연속인가?

14. 집합 가 다음과 같을 때, 함수    ∞ → ,  sin가 에서 평등연

속이 되는 실수 와 의 관계를 구하라. 

(1)  ∞                       (2)                      (3)  ∞

15. 함수    → 가 연속이고  가 평등연속이다. 

(1) 가 구간이면 는 평등연속임을 보여라. 

(2) 평등연속이 아닌 를 구하라. 

☆16. 함수    → 가 평등연속일 때, 다음 물음에 답하라. 

(1)    → ,   인 연속함수 가 존재함을 보여라. 

(2)    → ,   인 평등연속함수 가 존재함을 보여라. 

☆17. 연속함수    → 가 집합 와  에서 각각 평등연속이면 는 평등연속임을 

보여라. 
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읽을거리

날마다 새롭게
법정 스님

행복이란 무엇인가.

밖에서 오는 행복도 있겠지만

안에서 향기처럼, 꽃향기처럼 피어나는 것이

진정한 행복이다.

그것은 많고 큰 데서 오는 것도 아니고 

지극히 사소하고 아주 작은 데서 찾아온다.

조그마한 것에서 잔잔한 기쁨이나

고마움 같은 것을 누릴 때

그것이 행복이다.

문명의 이기에 의존하지 말고

때로는 밤에 텔레비전도 끄고, 

촛불이라도 한번 켜 보라.

그러면 산중은 아니더라도

산중의 그윽함을 간접적으로라도 누릴 수 있다.

또한 가족들끼리, 아니면 한두 사람이라도

조촐하게 녹차를 마시면서

잔잔한 이야기를 나눌 수 있다면

거기서 또한 삶의 향기가 피어날 수 있다.

때로는 전화도 내려놓고, 신문도 보지 말고,

단 10분이든 30분이든 허리를 바짝 펴고

벽을 보고 앉아서

나는 누구인가 물어보라.

이렇게 스스로 묻는 물음 속에서 

근원적인 삶의 뿌리 같은 것을 확인할 수 있다.

문명의 잡다한 이기로부터 벗어나

하루 한 순간만이라도

순수하게 홀로 있는 시간을 갖는다면

삶의 질이 달라질 것이다.
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